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Introduction

Les équations différentielles constituent un objet d’étude de premieére importance aussi bien
en mathématiques pures qu’en mathématiques appliquées. Ceci est di a leur utilité dans la
construction des modeles mathématiques de processus d’évolution physiques et biologiques
tels que la radioactivité, la mécanique céleste ou la dynamique des populations. Ainsi
plusieurs théorémes et procédés mathématiques concourent a leurs résolutions.

Dans ce mémoire, on étudie le théoreme de Cauchy-Lipschitz, qui étant donné une équation
(E) : 2’ = f(t,x) garantit l'existence d’une solution répondant & une condition initiale
z(tg) = xo dite de Cauchy et I'unicité d’une solution maximale, sous certaines hypotheses
de régularité de la fonction f définissant I’équation.

Ce travail sera donc développé en trois parties :

La premiere ot nous ferons un petit rappel historique, suivie de quelques notions et définitions
qui nous serons utiles le long de ce mémoire. Puis une deuxieme partie essentiellement con-
sacrée au théoreme de Cauchy-Lipschitz ot nous énoncerons le théoréme sous ses diverses
formes (forte, faible, globale) et le démontrerons de diverses maniéres ( par le théoréme
du point fixe et par le lemme de Gronwall). Enfin, une derniére partie ol nous exposerons
P'utilité dudit théoreme a travers la résolution d’exemples d’équations et de systeme d’équations
différentielles ordinaires de premier ordre.
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1 Généralités

1.1 Un peu d’histoire

Figure 1: Augustin CAUCHY (1789-1857)-Rudolph LIPSCHITZ(1832-1903)

Au XVIIeme siécle , la notion de tangente apparait, notamment chez Kepler qui cher-
chait a calculer la contenance d’un tonneau de vin et sera étudiée ensuite par Descartes,
Roberval, Fermat ...

En 1680, le développement du calcul infinitésimal par Leibniz et Newton (séparément)
permet de généraliser le probléme. Leibniz invente notamment les notions d’intégrale [
et de dérivée ‘fl—f tres utiles et cherche des solutions avec des fonctions connues. Newton
énonce les principes fondamentales du mouvement qui sont une source inépuisable d’équation
différentielle ordinaire et cherche des solutions sous forme de séries.

Au début du XVIIIeme siecle 'étude des équations différentielles ordinaires devient
systématique et est ramenée a des quadratures (calculs d’intégrales). En 1768 Euler pro-
pose son algorithme sans se préoccuper de convergence (normal car la notion est encore mal
définie a I’époque). En 1830 Cauchy prouve la convergence (locale) de la méthode d’Euler
avec des fonctions de classe CZ}. En 1868 Lipschitz donne la version actuelle, locale et pour
les fonctions qui portent son nom. Peano énonce en 1886 le théoreme de Cauchy-Peano-
Arzela, qui donne seulement l'existence si f est continue. Finalement ce fut Lindenhof
qui en 1894, apres des améliorations apportées a Fuchs, Painlevé, Picard, Poincaré, donne
la version actuelle du théoreme de Cauchy-Lipschitz, qui porte aussi pour cela le nom de
théoreme de Picard-Lindenhof dans les pays anglo-saxons. Cette version utilise ’analyse
fonctionnelle, les espaces de Banach et le fameux théoreme de Picard.

1.2 Applications lipschitziennes

Soient (E,d), (F,d") deux espaces métriques, U un ouvert de E et f : U — F une application.
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Définition 1.1
On dit que Uapplication f est lipschitzienne sur U s’il existe un réel k > 0 tel que:

V(z,y) €U? d(f(z), f(y)) < kd(z,y)

On dit alors que f est lipschitzienne de rapport k ou k-lipschitzienne.
Si0 <k <1 on dit que f est contractante.

Exemple 1.1
1. L’Application

f:(E,d) =R
x — d(z, )

ol xg est un point quelconque de E est 1-lipschitzienne.
En effet, soient x et y deux éléments de E
On a: |d(x,z9) — d(y,zo)| < d(z,y)

2. Soit A une partie non vide de E
On considére Uapplication 0: x € E — inf {d(z,y) |y € A}
0 ainsi définie est 1-lipschitzienne.
En effet, soient x ety deux éléments de E et z € A
on a: 6(x) <d(z,z) <d(z,y)+d(y, z)
Ainsi §(x) —d(z,y) < d(y,z) Vz € A = d(x) —d(z,y) < (y) soit 6(z) — (y) <
d(z,y)
T et y €tant arbitraires on peut les permuter, et on obtient finalement

0(z) = 6(y)| < d(z,y)

Définition 1.2

On dit que f est localement lipschitzienne sur U si tout point de U admet un voisinage sur
lequel f est lipschitzienne.

Pour tout xg € U il existe Cyp, > 0 et un voisinage V de xq tel que :

Vo, y €V, d(f(x), f(y)) < Caod(,y)

Remarque 1.1
1. Si f est de classe C' alors f est localement lipschitzienne.
Considérons f: R™ — R une fonction de classe C' sur R".
Soit x € R™
f' est bornée sur By(x,1) car continue et By(x,1) est compact dans R™.
Soit M un magjorant de f’ sur By(x,1).
En utilisant le théoréme des accroissements finis f est M-lipschitzienne sur By(x,1) .

2. Il est clair que toute application lipschitzienne [’est localement, mais la réciproque n’est
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pas vraze.

L’application x € R — x
lipschitzienne.

Pour tout k>0, |(k+1)? —k*|=2k+1>1=|k+1— k|
Donc & € R — 2 nest pas lipschitzienne.

2 est localement lipschitzienne car de classe C' mais pas

Définition 1.3

Soit Q0 un ouvert de R x E et g : Q) — E une application

On dit que g est lipschitzienne par rapport a la deuxiéme variable s’il existe une constante
k > 0 telle que:

V((t,z), (t,y)) € ¥, d(g(t,z),9(t,y)) < kd(z,y)

On dira que g est localement lipschitzienne par rapport a la deuxieme variable si tout point
de Q admet un voisinage sur lequel g est lipschitzienne par rapport a la deuxziéme variable.

1.3 Espace de Banach

1.3.1 Suites convergentes

Définition 1.4 (Suites convergentes et de Cauchy)
Soient (E, || ||) un espace vectoriel normé et (zy,), une suite d’éléments de E. On dit que la
suite (xy,)n converge vers un élément a € E, si:

Ve>0, INgeN|Vn>Ny = |z, —al <€

Si la suite (x,,)n admet une limite a alors cette limite est unique et on note hrf Ty, = a
n——+00

La suite est de Cauchy si :

Ve>0, 3IN.eN|Vn,m >N, = ||z, —2m| <€

Proposition 1.1
Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé.

1. Toute suite convergente dans E est de Cauchy.
2. Toute suite de Cauchy dans E est bornée.

3. Toute sous-suite d’une suite de Cauchy de E est de Cauchy.

Preuve
1. Soit (xy), une suite de Cauchy de E convergeant vers x € E
Soit € > 0 c
Il existe N e N|Vn >N, |z, —z|| <=

© EDAH Franco Roberto A. & ZODJI Sagbo Marcel IMSP / DANGBO
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Alors pour n,m > N on a: [|Tn — || < ||z — || + |z — zim|| < €
(Zn)n est donc de Cauchy

2. Soit () une suite de Cauchy de E et e =1>0
Il existe N e N |Vn,m > N, |z, — x| <1

Soit R= max Ty — T
pe{l,...,N}”p nll

Alors pour tout n,m € N
[2n = Zm|| < [[2n — 2]l + 2541 — 2wl < 2max(1, R)

Donc (zy,), est bornée

3. Soit (xn)n une suite de Cauchy de E et € >0
Il existe N e N |Vn,m > N, ||z, — Tnl| <€
Soit ¢ une application strictement croissante de N dans N alors on a ¢(n) >n > N
et p(m) >m > N. Donc on a ||Tym) — Tem)ll < €
Ainsi (2g(n))n est de Cauchy.

Remarque 1.2
On vient de voir que toute suite convergente est de Cauchy, la réciproque est fausse c’est-a-
dire que toute suite de Cauchy n’est pas forcément convergente.

Définition 1.5
Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé.
On dit que E est complet si toute suite de Cauchy de E converge et a sa limite dans E.

1.3.2 Espace de Banach

Définition 1.6
On appelle espace de Banach tout espace vectoriel normé complet i.e tout espace vectoriel
normé dans lequel toute suite de Cauchy est convergente.

Exemple 1.2
1. L’espace R muni de la norme usuelle est complet.

2. L’espace vectoriel K™ muni de l'une des normes suivantes: (X = (2i)ie(1,....n} €

K™)
(a) | X]1 = max }llxiHK
1
n 2
(b) X2 = <Z|$i|K2>
i=1

() [ Xlls = il

i=1
est un espace de Banach.
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3. Soit E un espace topologique et Cp(E) l'espace vectoriel des fonctions continues et
bornées sur E.
L’application

N:Cy(E) =R

f— sup|f(2)|
rxeE

ainsi définie est une norme sur Cp(E) et muni de cette norme Cp(E) est un espace
de Banach.

1.3.3 Théoréme de point fixe

Théoréme 1.1

Soient (E,d) un espace métrique complet et f: E — E une application

Si f est contractante, alors elle admet un point fize unique c’est-a-dire qu’il existe un unique
point a € E tel que f(a) = a.

Ce point fixe est la limite de la suite récurrente définie par le choix d’un point quelconque
xo € E et la relation x,11 = f(xy).

Preuve
f est contractante alors il existe k € [0, 1] tel que

Voe,y € B, d(f(z), f(y)) < kd(z,y)

Pour tous ¢ > p, d(zp,xq) <
En effet

Montrons d’abord que pour tout n € N d(zp41,2n) < k"d(z1,20) (1)
Pour n = 0 l'inégalité est vraie.

Suposons que cette inégalité est vraie pour un n fixé dans N.

On a, du fait que f est k-lipschitzienne

71_;: d(xo,xl)-

A(@nt2, Tng1) = d(f(@ns1), f(@n)) < kd(Tpg1, x0) < k" d(z1, 20).

Montrons maintenant que la suite (z,,), est de Cauchy.

q—p-1
Pour tous ¢ >p ona d(zg, zp) < d(Tpsr, Tpyry1) (inégalité triangulaire)
r=0
q—p-1
< kPtTd(z0, 1) (d’apres (1))
r=0
el 1— kop
< kPd(zo, 1) K=k —d(zo,m1) (k] < 1)
r=0
kP — k1
< 5 4o, 21)

La suite (k™) est de Cauchy car convergente(|k| < 1)

kP — ka

Ve > 03Ny | Vg >p> No,on  a:d(zgzp) < Tk

d(zo,z1) < €.

© EDAH Franco Roberto A. & ZODJI Sagbo Marcel IMSP / DANGBO
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on en déduit que (x,), est de cauchy et puisque E est complet alors elle converge vers un
élément a € E.

(zn)n converge vers a, f est continue car lipschitzienne alors (f(xy,))n converge vers f(a)
et comme les suites (Tp)n et (f(xn))n sont identiques alors d’aprés lunicité de la limite
fla)=a

Soitb € E tel que f(b) = b, alors on a: d(a,b) = d(f(a), f(b)) < kd(a,b), soit (1—k)d(a,b) <
0

Ce qui implique que d(a,b) = 0(puisque k € [0,1]) .

Ainsi a = b.

1.3.4 Théoréme d’Ascoli
Soit (X,d) et (Y,d') deux espaces métriques. Soit E une partie de C°(X,Y).

Définition 1.7
- On dit que E est équicontinue si:

Vee X, Ve>0,In>0,Vye X,Vf € E, dlz,y) <n = d'(f(z), fly) <e

- E est uniformément équicontinue si:

Ve > 0,3n > 0,Vr,y € X,Vf € E, d(z,y) <n = d'(f(x), f(y) <e

- E est équibornée si pour tout x € X Uadhérence de E(x) = {f(z) | f € E} est compacte
dans Y.

Il faut noter que, grace au théoreme de Heine si X est compact, équicontinue est
équivalente & uniformément continue.
Un ensemble des applications k-lipschitziennes est un exemple d’ensemble équicontinu.

Théoréme 1.2 (Théoréme d’Ascoli)

Soit K un compact d’un espace vectoriel normé E. Toute famille de fonctions continues sur
K qui est équibornée et équicontinue est relativement compact dans l’espace des fonctions
continues sur K muni de la topologie de la convergence uniforme.

Autrement dit, de toute suite de fonctions continues qui sont équibornées et équicotinues sur
K, on peut extraire une sous-suite qui converge uniformément.

1.3.5 Théoréme des accroissements finis

Lemme 1.1

Soient E un espace vectoriel normé, [a,b] un intervalle fermé de R, f: [a,b] — E et g: R
deuz applications continues sur [a,b].

On suppose que f et g possédent en tout point x € [a,b], des dérivées a droite f)(x) et g/;(z)
vérifiant ||f4(z)l] < gi(x).

Alors on a:

1£(6) = f(a)l] < g(b) = g(a)

© EDAH Franco Roberto A. & ZODJI Sagbo Marcel IMSP / DANGBO
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Preuve
Soit € > 0. Posons

Ae ={x € a,b] [ Vz € [a, 2], [[f(2) = fa)]| < g(2) — g(a) + e(z —a)} .

D’aprés sa définition, A. est un intervalle de R contenant a et contenu dans [a,b]. Les
applications f et g étant continues, A est fermé. Il contient donc sa borne supérieure c,
qui est aussi sont extrémité droite. Il s’agit de montrer que b = c.

On a manifestement ¢ < b Supposons ¢ < b

Nous avons pour tout

z € la,d, |If(2) = fla)ll < g(2) — g(a) + e(z — a)

D’autre part, d’apres la définition de la dérivée a droite d’une application,

i F@ =@ o 9@) — (0
126 w—c izt we—c

Il eziste donc m > 0 tel que pour tout x €]c, ¢+ n[C [a,b] (on prend n < b—c),

r—cC Tr—cC

+e€

ce qui revient a || f(x) — f(o)|| < g(z) — g(c) + e(x — ¢).
Il en résulte que pour tout x €]c,c+ 1|,

1f (@) = f@)ll < |[f(x) = £l +1If(c) = fla)ll
< g(x) —g(c) +e(z —c) + g(c) — g(a) + e(c —a) = g(z) — g(a)
+e(z—a)

Par conséquent Uintervalle |c, c + n| est contenu dans A. ce qui est absurde car ¢ = sup A..
On a doncc=1b

Il s’ensuit que || f(b) — f(a)]] < g(b) — g(a) + €(b—a).

Cette égalité étant vraie pour tout € > 0, on en déduit que

1£(b) = f(a)l] < g(b) = g(a)

1.4 Equations différentielles

Les équations différentielles décrivent 1’évolution de nombreux phénomenes dans des do-
maines variés. Une équation différentielle est une équation impliquant une ou plusieurs
dérivées d’une fonction inconnue. Si toutes les dérivées sont prises par rapport a une seule
variable, on parle d’équation différentielle ordinaire (EDO). Une équation mettant en jeu
des dérivées partielles est appelée équation aux dérivées partielles (EDP). Dans la suite on
ne traitera que des équations différentielles ordinaires.

1.4.1 Définitions

Définition 1.8
Soient E un espace de Banach, V un ouvert de R x E"tl. n € N* et g : V — E une
application continue.

© EDAH Franco Roberto A. & ZODJI Sagbo Marcel IMSP / DANGBO
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On appelle équation différentielle d’ordre n, d’inconnue la fonction x : I C R — E toute
équation de la forme
g(t,z, 2’ 2", ... ™) =0g

ol g n'est pas indépendante de sa derniére variable (") et I un intervalle de R (I peut étre
R tout entier).
On dit que cette équation est scalaire si f est a valeurs dans R c’est-a-dire E = R.

Soient E un espace de Banach, U un ouvert de Rx E™, n € N* et f : U — E une application
continue.

Définition 1.9
1. Soient E un espace de Banach, U un ouvert de R x E™, n € N* et f : U — E une
application continue.
On appelle équation différentielle normale d’ordre n toute équation de la forme

™ = ft,z,2,...,z"7Y).

2. Une équation différentielle d’ordre n est dite autonome si f ne dépend pas explicitement
de t. C’est-a-dire
e = fz,2,..., ™)

Dans ce cas f est définie d’un ouvert de E™ dans E

Remarque 1.3

Il faut noter qu’il est possible de réduire a l'ordre 1 toute équation différentielle d’ordre
quelconque, en faisant quelques changements de variables. Toutefois, ce qu’on gagne dans la
simplicité de l'ordre de dérivation, on le perd dans la dimension de ’espace d’arrivée de la
fonction f.

Autrement dit, en abaissant l’ordre de I’équation différentielle, on augmente la dimension de
Uespace d’arrivée de [ et on passe nécessairement a la résolution d’un systéme d’équations
différentielles d’ordre 1.

Méthode Considérons ’équation différentielle f(t,z,z' 2", ..., (™) = 0 d’ordre n > 2
ou x est a valeur dans R et f: RxRx...xR—=R
—_———

n+1 fois
On fait le changement d’inconnues z = (x, 2/, ... ,x(”_l)). On a alors z € R™, et on pose
z = (21,22, 2n), 00 chacun des z; = 20D e R, i=1,...,n. On se retrouve alors

avec des relations entre les z;:

{z;_zmza Vi=1,2,...,n—1

flt,z1,22, .oy 2n,20) =0

On a donc n équations, avec n inconnues, d’ordre 1.
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Exemple 1.3

Soit Uéquation différentielle : ) — 3t°2%x" + 2/ —tz =0
N =2

Posons { yo =" ety = (y1,Y2,Y3)
ys ="

Léquation x®) — 3t9222" 4+ 2’ — to = 0 est équivalente au systéme
yi—y2=0
yp —ys =0
yh — 39y %ys + y2 —ty1 =0

1.4.2 Solutions d’une équation différentielle

Définition 1.10 (SOLUTION)

On appelle solution (ou intégrale) d’une équation différentielle d’ordre m sur un certain
intervalle I de R, toute fonction x définie sur cet intervalle I, n fois dérivable en tout point
de I et qui vérifie cette équation différentielle sur I.

Cette solution est généralement notée (z,I).

Si I contient sa borne inférieure notée a( respectivement supérieur b), ce sont des dérivées
a droite (respectivement a gauche) qui interviennent au point t = a (respectivement t = b)
Intégrer une équation différentielle consiste a déterminer [’ensemble de ses solutions.

Définition 1.11 (PROLONGEMENT) )
Soient (x,I) et (Z,I) deux solutions d’une méme équation différentielle. On dira que (Z,I)

est un prolongement de (z,1) si I C I et &|; =

Définition 1.12 (SOLUTION MAXIMALE)
Soient I, et Is, deux intervalles de R, tels que Iy C I5.

on dit quune solution (x, 1) est mazimale dans Iy si x n’admet pas de prolongement (Z,1)
solution de I’équation différentielle telle que I ; I1Ccl,

Définition 1.13 (SOLUTION GLOBALE)
Soit I un intervalle de R. Une solution (x,I) est dite globale dans I si elle est définie sur
lintervalle tout entier.

Remarque 1.4
En reprenant les mémes notations que dans les définitions précédentes, si une solution (x, I1)
peut se prolonger sur lintervalle I tout entier, alors x est globale dans Is.
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Figure 2: Notion de prolongement de solution et de solution maximale

1.4.3 Probleme de Cauchy

Soit U un ouvert de R x E et f: U — E une application. On note ||.|| une norme sur E.

Définition 1.14

Etant donné une équation différentielle du premier ordre sous forme mormale

x' = f(t7x)

Pour tout point (to,z0) € U, le probléme de Cauchy correspondant est la recherche des

solutions = de l’équation x' = f(t,z) telles que xz(ty) = xo

Notation
On note le probléeme de Cauchy de la fagon suivante:

{x’ = f(t,x)

x(to) = X0

Définition 1.15

Une solution du probléme de Cauchy sur un intervalle ouvert I de R avec la condition initiale

(to, o) € U et tg € I est une fonction dérivable z: I — E telle que:
1. pour tout t € I, (t,z(t)) €U ,

2. pour tout t € I, ' (t) = f(¢t,z(t)),
s l’(to) =X
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Théoréme 1.3

Supposons f : U — E continue. Soit (to,x0) € U et z une fonction définie sur un intervalle
ouvert I contenant ty et a valeurs dans E.
Une fonction x est solution du probléeme de Cauchy sur I si et seulement si

1. pour toutt € I, (t,z(t)) € U ,

2. x est continue sur I,

t
3. pour tout t € I, z(t) = xg +/ f(s,z(s))ds

to
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2 Le théoreme de Cauchy-Lipschitz

Il est possible de trouver des solutions explicites aux équations différentielles, mais ces cas
ne sont pas nombreux. La résolution explicite de la plupart des équations différentielles
reste encore un probleme ouvert. Les mathématiciens se sont alors tournés vers une étude
théorique qui permettait de trouver des résultats sur les solutions (existence, unicité par
exemple) sans les connaitre explicitement. Le théoréme de Cauchy-Lipschitz fait partie de
ces théories.

2.1 Théoréme-local

Théoréme 2.1 (Forme faible-Existence de solution locale)

Soient (E,||.||) un espace de Banach, U un ouvert de R x E et f: U — E une application
continue et localement lipschitzienne par rapport a sa deuxieme variable. Alors pour toute
donnée de Cauchy (to,zo) € U, il existe un intervalle J contenant ty tel qu’il existe dans J
une unique solution du probleme de Cauchy associé:

Preuve (Cauchy-Lipschitz)
f est par hypothése continue, alors il existe Ty > 0 et R > 0 tels que f soit borné et k-
lipschitzienne par rapport & x sur le produit V = [ty — Tp, to + To] X Bf(zo, R).

Soit M = sup ||f(t,z)|
(t,x)eV

Soit T < min(Ty, &) et Iy C [to — T, to + T

Remarquons que x définie sur Iy est solution du probléme de Cauchy si et seulement si x
est dérivable sur Iy, vérifie 2’ = f(t,x) et x(tg) = xo. Comme [ est continue, alors z est
nécessairement C! et vérifie :

Vtely, x(t)=x0+ /t f(s,z(s))ds.

Réciproquement, si x est une solution de l’équation précédente, elle est dérivable et est
solution du probléme de Cauchy.

Toute solution définie sur Iy C [to — T, to + T reste dans la boule By(xo, R)

En effet soit 7 € In C [to — Ty to +T] on a

le(r) — zo]| = |/;:c'<u>du|| - ||/tT f(ra(r)|| <TM < R

Soit F Uensemble des fonctions continues de [to — T, to + T| dans By(zo, R)
F ainsi défini muni de la norme de la convergence uniforme est complet. On définit
Uapplication

o F = F
¢
zr— O(x):t— a0+ [ flu,z(u))du
to
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Pour toute solution x du probléme on a
t
Vte [to—T,to+T), =z(t) =10 +/ f(s,z(s))ds = ®(z)(t)
to

On a donc ramené le probleme de Cauchy a une recherche de point fixe pour ® sur F.
Soit (z,y) € F2, on a pour tout t € [to — T,to + T

| @(2)(t) — @) = | t [ () —  (u, () ]|

<k [ |lz(u) —y(u)||du

to

< KTz = ylloo

Et, si on choisit T < + %, alors ® est contractante, d’aprés le théoréme de point fize, il eriste
un unique point fize a: qui est Uunique solution sur [t — T, to + T du probléme de Cauchy

(P(z) =2 =10 +/t flu, z(w))du).

Autre méthode
On peut démontrer 'unicité d’une éventuelle solution en utilisant le lemme de Gronwall.

Lemme 2.1 (Gronwall)
Soient ¢ et ¥ deux fonctions réelles continues positives sur un intervalle I C R telles que

VEe T, o) <) + k/t o)

ou k est une constante réelle donnée et to € I. Alors

Vit > to, ¢(t) < p(t) + zﬁ() =) ds.

Preuve (Gronwall)

Soit@:tcl— ([ ¢(s)ds)e *

On a: 0'(t) = qb(t)et_okt —kO(t) < (t)e ™ par hypothese

En intégrant entre ty et t on obtient 0(t) / Y(s e Fsds.

Ce qui combiné a Uhypothése ¢(t) < (t) + kO(t)e™** donne le résultat.

Preuve (Cauchy-Lipschitz-Unicité)
Soient (I1,x1), (I2,x2) deux solutions du méme probléme de Cauchy en ty. On veut montrer
que T1 et o sont égales sur I = I1 N Is. Pour cela on introduit I’ensemble

S={tely|xi(s) =x2(s), VsE [to,t]}

ou [to,t] est remplacé par [t,to] sit < to.
Cet ensemble est non vide car il contient tg. On va montrer que SN [tg, +o0o[= In N [tg, +00]
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(la méme idée montrerait I’égalité SN| — 00, tg] = IpN] — 00, to)).

Supposons que S N [tg, +oo[# Iy N [to, +00]

On pose alors t* = sup(S). On a t* >ty et t* € I.

En effet si ce n'était pas le cas on aurait t* € Iy et alors x1 = xo sur [ty, suply| et donc
x1 = g sur IyN[tg, +00[, par continuité de x1 et xs. Ceci contredit I’hypothése. Par ailleurs
par continuité de x1 et xa , on sait que x1(t*) = xo(t*) = T.

Soit L une constante de Lipschitz de f sur le compact K = [t*,t* + 1] x By(%,1). Par
continuité il existe 6 > 0 tel que t* + 6 € Iy et tel que

x;(t) € By(z,1),Vt € [t",t" +6],Vi=1,2.

Par ailleurs, comme 1 et xo vérifient I’équation ' = f(t,x), on a:

x; =z (1) + /tf(s,xi(s))ds Vi=1,2.

Par soustraction, on trouve

e1(t) = 22(0)] < [ 17(svm2(6)) = Flssma(o)lds, Ve € 8" 48

Comme x1 et xo prennent leurs valeurs dans K, on en déduit
t
|x1(t) — z2(t)] < L/ |x1(s) — z2(s)|ds, Vt € [t*,t* + 0]
”

En appliquant le lemme de Gronwall avec ¢(t) = |x1(t) — x2(t)| et Y(t) =0 et k=L on a
21 (t) — 2(t)| = 0

Le lemme de Gronwall donne alors x1(t) = zo(t) pur tout t € [t*,¢* 4+ 8]. Ceci montre que
,t"+ 0 € S et contredit donc la définition de t* O

11 faut noter que toute application de classe C' est localement lipschitzienne, ainsi on a le
corollaire suivant:

Corollaire (Forme faible)

Soient (E,||.||) un espace de Banach, U un ouvert de R x E et f: U — E une application
continue. Si f est de classe C', alors pour toute donnée de Cauchy (to,zo) € U, il existe un
intervalle J contenant ty tel qu’il existe dans J une unique solution du probléme de Cauchy
associé:

Remarque 2.1
1. La condition f localement lipschitzienne est nécessaire pour l'unicité de la solution
comme le montre [’exemple du probléme de Cauchy:

{ﬁ:2¢ﬂ

z(0)=0

Pour tout A > 0, la fonction x définie sur R par

t—N)2, t> A
;m@)z{é tLA

est solution du probléeme de Cauchy ci-dessus.
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Figure 3: Quelques solutions

2. Si E est de dimension finie, il est possible de démontrer Uexistence (mais pas ['unicité)
de solutions locales de ’équation différentielle vérifiant la condition de Cauchy donnée,
sous la seule condition de continuité sur f; c’est-a-dire sans condition de Lipschitz:
c’est le théoreme de Cauchy-Peano-Arzela.

Théoréme 2.2 (Cauchy-Peano-Arzela)

Soient (E,||.||) un espace de Banach, U un ouvert de R x E et f: U — E une application
continue. Supposons que U =1 XV ou I et V sont des ouverts de R et E respectivement,
et soit (tg,xo) € U.

Alors il existe un voisinage J de ty et une application x: J — V tels que

vt e J, o' (t) = f(t,z(t)), et x(ty) = xo.

Plus précisément, si T =|to — a,to + a[xB(xg,r) (o, > 0) a son adhérence dans U et si

Ma <71 avee M = sup ||f(¢, x)||, alors il existe une solution au probleme de Cauchy
(t,z)eT

z' = f(t,z)
z(to) = 2o
qui est définie sur J =]ty — a, to + .
ce voisinage T de (tg,xo) est appelé tonneau de sécurité.

Preuve

f étant continue, donc bornée sur un voisinage compact de ,(tog,xo) on peut restreindre
n’importe quel voisinage compact contenu dans U de ce point en un tonneau T vérifiant la
condition donnée.

Considérons donc T =|tg — o, to + a[xB(xg,7) (a,7 > 0) et soit e > 0.

L application f est uniformément continue sur T = [ty — o, tg + a] x B(xg,7); c’est-a-dire
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qu’il eziste n > 0, tel que V((s,z), (t,2")) € T? si|s —t| <n et ||z — 2| alors
1£(s,2) — (b2 <e.

Nous allons construire une application ¢ sur [tg, to + ], le cas de lautre moitié se traitant
de la méme manieére.

Soient tg < t1 < --- <ty = to+ a une subdivision de [to,to + ] de pas h = 5 < inf(n, ).
Posons yo = xg et, pour 0 <p < N —1, yp11 =y, + hf(tp, yp)-

On voit que ||yp+1 — yp|| < M < 1.

Définissons sur [to,to + o, Uapplication ¢. comme affine sur chaque [tp,t,11], continue,
dérivable a droite et telle que ¢(tp) = yp.

Pour t € [ty, tpt1], la dérivée a droite est

¢/e,d(t) _ Pe ( p+1)h (be( ) hjo f( p7yp)

Ainsi en utilisant la continuité uniforme de f, on a

16c,a(t) = f(t, GOl = | (tp, yp) = F(E, ()] < e

L’inégalité obtenue est vraie pour tout t € [to,to + .

On étend cette construction sur tout lintervalle |ty — o, to + af.

Posons € = = avec n € N* et notons ¢,, = ¢1. Puisque llyp — yol| < phM < NhAM = aM <
r, les applications ¢, définies sur |tg — a, to + o sont d valeurs dans B(xg, ).

Notons que que la suite (¢p,), est équibornée.

Par ailleurs nous avons

¢, aI < [ll¢n,a(t) = f(E enO)+ ILf(E en ()] < % +M<1+M.

Il en résulte d’aprés le lemme 1.1 ci-dessus que, pour tous s,t €]ty — a, to + «f et pour tout
n € N*,
[0 (s) — Pn(t)]] < (M + 1)|s —t]|.

Ce qui entraine que la suite (¢n)n est aussi équicontinue.

Il s’en suit d’apres le Théoréme 1.2 qu’il existe une sous-suite (¢n, )i de (dn)n qui converge
uniformément, dzsons Vers Poo

Posons 1, (t) = ¢n(t) — xo — ft ))ds. On a

1
vt €lto — ayto + al, [[n gl = [165.4() = f(& on(O)I] < —.
D’apres linégalité des accroissements finis, il s’en suit que

6 (£) m—/f D (8))3]] = [l (8) — Yo (E0)]] < 2.

N

En passant a la limite sur k, on obtient:
t
3 G]tO - Oz,to =+ 04[7 ¢oo(t) = o — f(Sa ¢oo(8))ds
to

Car f est uniformément continue et la sous-suite (¢p, )r converge uniformément vers goo.
L’application ¢ ainsi obtenue est bien une solution du probléme de Cauchy

{x’ = f(t,x)

.Z‘(to) = X

© EDAH Franco Roberto A. & ZODJI Sagbo Marcel IMSP / DANGBO



2 LE THEOREME DE CAUCHY-LIPSCHITZ 18

Le théoreme de Cauchy-Peano-Arzela garantit donc qu’un probleme de Cauchy possede
toujours au moins une solution locale, sous réserve que la fonction définissant 1’équation
différentielle soit continue. Contrairement a ce que permet de conclure le théoreme de
Cauchy-Lipschitz sous des hypothéses plus restrictives, il n’y a pas unicité ici , mais joint
au critere de Nagumo, il assure la méme conclusion que le théoreme de Cauchy-Lipschitz.

Théoréeme 2.3 (Critére de Nagumo)

Sotent E un espace vectoriel normé, U un ouvert de R x E, f: U — E wune application
continue.

Si f wérifie sur un cylindre fermé S = [to — a, to + a] x B(xo,r) C U la condition

[t —tolllf (£, 2) = f(E, 9| < lz —yll;

alors le probléme de Cauchy

posséde une unique solution.

Preuve
f étant continue, alors d’apres le théoreme 2.4 le probléme de Cauchy

{a:’ = f(t,x)

l‘(to) =29

admet au moins une solution.
Soient x1 et xo deux solutions du probléme de Cauchy.
Par définition d’une solution au probléeme de Cauchy, on a:

t t

z1(t) =z0+ | f(s,21(5))ds ainsi que x2(t) = xo+ | f(s,22(s))ds
to to

En soustrayant les deuz expressions et en passant a la norme, on a:

t
larte) a0l < | [
to
<| [P
S — to
La deuxiéme inégalité est issue de la condition du critéere de Nagumo qui est satisfaite tant
que les graphes de x, et de xo sont dans S. Remarquons que, dans le dernier terme,

Uintégrande est singulier en s = tg. Cependant, en appliquant la reégle de I’Hépital sur
chaque composante du vecteur r1 — xs, on obtient:

ds

f(s.21(s) = f(s, x2<s>>\

iy 1(8) = 22(s)
s—to S — to

= f(to,z1(to)) — f(to, 22(to)) =0

ot l'on a utilisé le fait que x1 et de x4 sont solutions du probléme de Cauchy; lintégrande
est donc bornée sur le domaine d’intégration.
Supposons que x1 # xo dans S, il existe alors t1 > to tel que sur [to,t1], les graphes de x4
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et de xo soient dans S et la fonction x1(t) — x2(t) ne soit pas identiquement nulle. Par
continuité, il existe ty €|tg, t1] tel que:

]
to —to te(to,t1]

e B
t—to n

En utilisant inégalité (x), on a donc:

_ Hl“l (t2) — @2 t2)H
to —to

M=l
_tg—to s —to

La derniére inégalité se déduit du fait que l'intégrale est nulle en ty et donc strictement
inférieure a M dans un voisinage de ty. L’intégrale est donc strictement inférieure a
M (to, to) d’ou le résultat.

On aboutit donc a une contradiction ce qui achéve la démonstration

Exemple 2.1
Soit la fonction
fTRxR—-R
(t,z) — V* + ||

et soit le probléeme de Cauchy
o = f(t,x)
z(0)=0
L’application f n’est pas lipschitzienne par rapport a x au voisinage de l’origine.
En effet, on sait que f(0,x) = \/m n’est pas lipschitzienne a ’origine.
Cependant, pour tout t # 0, on déduit du théoréme des accroissements finis qu’il existe c
entre t2 + |z| et t2 + |y| tel que

|| — [yl
12 _ 12 —
VE el = VE = e

Par conséquent satisfait le critere de Nagumo dans tout cylindre centré a l'origine puisque

VBT - VBT < 2y

Q\tl

pour tout x,y € R et pour tout t # 0.
On conclut donc que le probleme de Cauchy posséde une et une seule solution.

2.2 Solutions maximales
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Lemme 2.2 (Unicité sur des intervalles)

Soient Jy et Jo deuz intervalles non réduits a un point tels que Jy N Jy # O et z;: J; > E
deuz solutions de l’équation différentielle x' = f(t, x).

On suppose qu’il existe to € J1 N Jy tel que x1(tg) = x2(to)-

Alors pour tout t € Jy N Ja, x1(t) = xa2(t).

Preuve

Lensemble A = {t € Jy N Jy: x1(t) = x2(t)} est une partie fermée non vide de l'intervalle
J1 N Jy (car x1 et xo sont continue). Soitt € A et a > 0 tel que [t,t + o] C JyNJy ou
[t — a,t] C Ji1 N Jso, le théoréme de Cauchy-Lipschitz nous dit qu’il existe T tel que sur
[t,t + T] (respectivement [t — T,t]), la solution est unique, donc puisque z1(t) = x2(t), on
a aussi x1(ts) = x2(s) pour tout s de [t,t + T ou [t — T,t]. ceci prouve que t est un point
intérieur de A. A est donc ouvert dans JyNJs. Comme Jy N Jy est un intervalle, il est donc
conneze, par suite A = J; N Jy et par conséquent pour tout t € Jy N Ja, x1(t) = x2(t).

Maintenant si on pose

o(f) = z1(t) sit e Jq
Szt site Js

On obtient une application bien définie sur tout J; U Jy solution du probleme de Cauchy.
Ainsi dés qu’on a deux solutions d’un probléme de Cauchy on peut construire par prolonge-
ment une autre solution du méme probleme, on se pose alors la question de savoir si le
probleme n’admet pas de solution maximale.

Théoréme 2.4 (Existence et unicité de solutions maximales)

Soient (E,||.||) un espace de Banach, U un ouvert de R x E et f: U — E une application
continue et localement lipschitzienne, pour tout (to,xo0) € U, il existe une et une seule
solution mazimale x: I — E telle que x(to) = xo.

Cette solution est définie sur un intervalle ouvert.

Preuve
On considére toutes les solutions x;: J; — E telles que J; est un intervalle, to € J; et
zj(to) = xo. On sait que grace au théoréme de Cauchy-Lipschitz qu’il existe de telles

solutions. L’union I = Uj Jj des intervalles est une réunion de parties connexes qui ont
toutes tg en commun, c’est un connexe de R, donc un intervalle. D’aprés le lemme ci-dessus,
pour tout j et pour tout k, on a x;(t) = x,(t) dés que t € J; N Jx. Donc, on peut poser
z(t) = z;(t) t € J;.

x définit une application sur tout I et est solution de l’équation &’ = f(t, ) avec la condition
LL‘(to) = Xo

La solution x: I — E est mazimale par construction puisqu’elle prolonge toutes les solutions
W telles que P(tg) = xo.

Soient maintenant (I,x1) et (Iz,x2) deux solutions mazimales du probléme de Cauchy.
D’apreés le lemme précédent x1 et xo coincident sur I1 N Is.

On peut construire une application xs définie sur Iy U Iy dont les restrictions a I et Iy
coincident avec x1 et xo respectivement. Cette solution contredit la mazimalité de (I1,x1)
et (Ia,x2) si Iy ou Iy est strictement contenu dans I1 U Is.

On a alors Iy = I, = I; U Iy, d’ou l'unicité de la solution maximale.

L’intervalle I est ouvert sinon si b est par exemple sa borne supérieure: I = (a,b|, alors on
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a (b,z(b)) € U, donc par le théoréme de Cauchy-Lipschitz on peut trouver un petit intervalle
b —T,b+ T[ et une solution y: |b — T,b + T[— E telle que y(b) = xz(b). on peut alors
prolonger x en une solution sur IUJb —T,b+ T[ et x ne serait plus mazimale.

D’apres tout ce qu’on vient de dire, x est 'unique solution mazximale de condition initiale

(to,l‘o).

2.3 Théoréme-global

Soient (E,||.]|) un espace de Banach, U un ouvert de R x E et f: U — E une application
continue. On suppose ici que 'ouvert U soit de la forme I X E, ou I est un intervalle ouvert de
R. Toute solution globale de 2’ = f(t,x) est évidemment maximale, mais la réciproque est
fausse en général, plusieurs théoremes d’échappement ou d’explosion, parfois joints au lemme
de Gronwall donnent des conditions suffisantes pour une telle réciproque, mais 1’énoncé
suivant qui nous suffira par exemple dans la théorie des équations différentielles, se démontre
directement.

Théoréme 2.5
Soient I un intervalle ouvert de R, f: I x E — E wune application continue globalement
lipschitzienne par rapport a la seconde variable c’est-a-dire pour tout compact

KCI» Elk>0|Vt€Kv(x7y) €E27 ||f(t,$)—f(t,y)|| < k||.’E—y||

Pour tout (to, z9) € I X E, la solution mazimale du probléme de Cauchy associé est globale,
c’est-a-dire définie sur I tout entier.

Preuve

Commencons par supposer I compact. Soit alors k la constante de Lipschitz associée au
compact I et soit | := sup(I) —inf(I) la longueur de I, F = C°(I, E).

On munit F de la norme définie par

[l = v max(e Tz (@) = ™0 ] oo
€
On a alors :
Ve € B, e M|a]o < |lzllk < [zl

De fait||.||co €t ||.||x sont équivalentes sur E, alors (E,||.||x) est un espace de Banach.
On définit sur F Uapplication

t
O:x— O(z):telv—zo+ [ f(s,2/(s))ds
to

Comme ® est continue elle envoie bien E sur lui-méme.
Egalement :

Vo,y € BVt <to, ®(x)(t) —(y)(t) = [ f(s,2(s)) = f(s,y(s))ds

to

© EDAH Franco Roberto A. & ZODJI Sagbo Marcel IMSP / DANGBO



2 LE THEOREME DE CAUCHY-LIPSCHITZ 22

. Dou :

Va,y € FVt <to, e MO @(x)() — D(y)(t)]| < e ) t 1/ (s, 2(s)) — f(s,9(s))llds
to

t
< efk(tfto)/ kllz(s) —y(s)||ds
to

t
< e*’“(t*“)/ ket om0 (e (s) — ()| ds

to

¢
< e_k(t_t‘])/ keP=t0) ||z — y||nds

to
ROt |l — g (F 1) — 1)

€
< (1= e M)z — ylly

IN

On obtient exactement le méme résultat pour t > to en remplacant e *(t=t0) par e=Fto—t)

d’ot :
Vo,y e FVtel, e Mle(@)()-o(y)t)] < (1—e ) lz—yll < (1—e ) |lz—y]
D’ou,en "passant au maxr” ent :

Ve,y e F, o [[@(x) = @)l < (1—e ™)z —yllx

® est donc contractante (0 < 1 — e~ % < 1) done, par le théoréme du point five de Picard,
admet un unique point fixe, ce qui résout notre probléme.
Si on ne suppose plus I compact, on peut trouver une suite croissante d’intervalles compacts
I;;5 € N tels que :

I=JI etVjeNty el

JEN

Pour j € N on note z; la solution du probleme de Cauchy sur I;. Alors si x est solution sur
I, par unicité sur ls I on a nécessairement x|;, = ;. Inversement, toujours par unicité
sur les I;, on peut recoller les x;, c’est-a-dire que Uapplication x : (t € I;) — x;(t) est bien
définie et dérivable.

Remarque 2.2
1. Par exemple pour résoudre le probléeme suivant

x/ — 332

.’L‘(to) = X0
On peut dire que, d’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz, si la solution n’est pas
identiquement nulle, alors elle ne s’annule jamais! On peut donc diviser par y? puis

intégrer ’équation de part et d’autre afin de la résoudre.
L’ensemble de toutes les solutions est constitué de

(R,0)
- _ _ 1 _
(Jr,xx) avec Jiz =]—00, K[, et (1) = =7 vt € Jg,
1
(J,23) avee Jf = | K, +oo|, et 25.(t) = 7S vt e Ji,

Avec K = wi +tg. Ces derniéres solutions ne sont pas globales (i.e ne sont pas définies
sur R tout entier).
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2 LE THEOREME DE CAUCHY-LIPSCHITZ 23

2. On suppose que I = R et que f est une fonction T-périodique. alors une solution
(R, z) de l’équation différentielle est T-périodique si et seulement s’il existe un typ € R
tel que

x(to + T) = .%‘(t())
En effet si x vérifie I’équation différentielle, alors la fonction y = x(tg + T) vérifie la
méme équation que x et la méme donnée de Cauchy y(to) = x(to +T) = z(to) = xo-
Par unicité dans le théoreme de Cauchy-Lipschitz, ces deuz fonctions sont identiques,
ce qui prouve le résultat.

2.4 Dépendance par rapport aux conditions initiales

On va voir dans cette section le comportement des solutions lorsqu’on perturbe les
conditions initiales. On considere le probleme de Cauchy suivant :

' = f(t,x)
l‘(to) = X9

avec (tg,xo) € I x E. On a le théoréme suivant :

Théoréme 2.6
Soit I = [a,b] un intervalle borné de R. Soient f € C(I x E,E) et (tg,x0) € I x E. On
considére le probléme de Cauchy :

l‘(to) = X0

{xl = f(t7x)

Supposons que f est k-lipschitzienne par rapport a la deuziéme variable uniformément sur
I. Soit ®: I x E — E la fonction définie par :

O(t,u) =x(t), YuekE

ot x est la solution du probléme de Cauchy de condition initiale x(tg) = u.
Alors la fonction ® est continue par rapport ¢ u sur E.

Preuve

Montrons que ® est continue par rapport a la deuriéme variable sur E.

Soient uw #v € E. Soit x ety les solutions du probleme de Cauchy de conditions initiales u
et v respectivement. On a :

x(t) =u —|—/f f(s,xz(s))ds, ety(t)=v —i—/t f(s,y(s))ds, Vt eI

Par définition de la fonction ® on a ®(t,u) = x(t) et (t,v) = y(t). On remplace et on
obtient pour tout t dans I :

Bt u) — B(t,0)] = u— v+ / F(5,®(s,10)) — (s, B(s,v))ds

[D(t,u) — D(t,v)] — [@(to, u) — P(tg,v)] = f(s,®(s,u)) — f(s,P(s,v))ds

to
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Posons J = [t, to] sit <ty et J=[to,t] sity<t.
Posons aussi :

122, u) — @(¢,v)|| = maxfexp(=k|s — to] )| (s, u) — B(s, v)ll]

Comme B(to,u) = u et B(to,v), on a :
0t~ 2(t,0) o=l = | :(f(s@(sw) — 15, ®(s,0)ds]|
<1 [ (005,00 - (5,005, 0) s
<kl [ 9.0~ (s,
< [ explbls — tal) exp(—Hls — ta) (s, ) — 0(s,0) s

<@t - ¥(t. ). [ kexp(kls — tol)ds
J
< || (t,u) — ©(t, )|« (exp(k|s — to]) — 1)
Ce qui implique donc pour tout t € [a,b] :
exp(—kl[s — to])[|2(t,u) — (¢, v)|| < (1 —exp(—k[s — to]))|®(t,u) — @(t,v)« + [lu—v]]
Par passage au mazimum et par la définition de la quantité ||.||« on obtient :

(¢, u) = @4, v) [l < (1 —exp(—=k(b—a)))[|(t, u) = B¢, )]« + [lu -]

Donc :
exp(—k(b — a)[|®(t, u) — @(t,v)[[« < [lu—v]|
Comme :
exp(—k(b—a) <exp(—k|s—to|) <1, Vsel.
Alors :

max || 8(t, u) — &(t, v)|| < exp(2k(b — a)llu —v|

On en déduit que @ est lipschitzienne par rapport o la deuriéme variable uniformément sur
[a,b] de constante de Lipschitz exp(2k(b — a) ce qui montre que @ est continue par rapport
a la deuxiéeme variable sur E.

2.5 Dépendance par rapport aux parametres

Une équation différentielle peut dépendre d’un parametre. On va voir quelques résultats
sur le comportement des solutions en variant un parametre dans une équation différentielle.
Soit
= f(t,x, )

une équation différentielle qui dépend du parametre A € [e,d] CR et f: [ X E X [¢,d] = E
une fonction définie de I x E X [¢, d] dans E ot [ est un intervalle borné dans R. Pour chaque
A fixé dans [e, d] supposons que f(t, x, \) est lipschitzienne par rapport & la deuxiéme variable
uniformément sur I, donc le probleme de Cauchy suivant

' = f(t,z, \)
$(t0) = X0

avec (to,xo) € I x E admet une solution x): I — E qui dépend de X € [c, d].
On a le théoreme
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Théoreme 2.7
Soient f € C(I X E x [¢,d], E) et (to,z0) € I X E. on considére le probléme de Cauchy

{x’ = f(t,x,\)

Ji(to) = Xo

avec X € [c,d]
Supposons que pour tout \ € [c,d] fizé la fonction f est localement lipschitzienne par rapport
a la deuziéme variable uniformément sur I.
Soit ¢: I x [c,d] — E la fonction définie par ¢(t,\) = zx(t) ot xx: [ — E est solution du
probléeme de Cauchy

{x’ = f(t,x,\)

Z)S(to) =X

Alors ¢ est continue sur I X [e,d].

Preuve

L’étude de la dépendance par rapport aux parameétres revient, en réalité, a [’étude de la
dépendance auzx conditions initiales vue dans la session précédente.

Soient F' = E X [c,d] et la fonction g: I x F — F définie par g(t, (x,A)) = (f(t,z, A);0)

Le probléme de Cauchy ci-dessus est donc équivalent a

ot Z(t) = (x(t),y(t)) et To = (xo,N)
Donc varier le paramétre X revient & varier la condition initiale Z(t). On peut donc utiliser
le théoreme précédent pour conclure la preuve du présent théoréme.
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3 Quelques applications du théoreme de Cauchy-Lipschitz

Dans ce chapitre, nous exposerons l'utilité du théoreme de Cauchy-Lipschitz a travers la
résolution de quelques exemples d’équations et de systemes d’équations différentielles ordi-
naires.

3.1 Résolution des équations différentielles ordinaires
3.1.1 Equation différentielle autonome

On considere le probleme de Cauchy suivant :

y'(x) = f(y(z)) avec f(y) = siny
y(0) =y €R

1. Vérification des hypotheses :
La fonction f est de classe C' donc vérifie les conditions du théoréme de Cauchy-
Lipschitz, ainsi il existe une unique solution maximale sur Vintervalle |T_, T, [ avec
(T_,Ty) € R~ x R*. Voyons si I'on peut trouver cette solution :

2. Résolution théorique :

- On remarque que x — k7, k € Z sont des solutions stationnaires au probleme
(en particulier x — 0 et & —— 7 sont solutions). On montre alors facilement
que pour yg # km, k € Z,on a siny # 0.

- On montre maintenant en se limitant au cas ol yo €]0, [ que 'unique solution
y est dans ]0, w[. En effet, si la solution déborde de cet intervalle, par continuité
on a qu'il existe ¢ €]T_, T [ tel que y(c) = 7 or dans ce ce cas, y vérifie le méme
probleme de Cauchy que les solutions stationnaires. En particulier, yo = 0 ou
yo = 7 ce qui est absurde.

- On montre que la solution maximale est définie sur R. Supposons, sans perte de
généralités, que T} < +oo alors, ona  lim |y| = +o00. Or on a vu juste avant
z—T
‘L$<T++
que y était bornée sur 'intervalle de définition.

Résolvons maintenant le probleme de Cauchy pour yo # km k € Z. On considere
I’équation différentielle suivante :

y =siny

C’est une équation a variables séparées que I’on peut exprimer comme :
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On integre de chaque coté :
! 1
.y =1<:>/. dy:/lda;
sm Yy smy
1
= | —/———dy=|[d
/QSinﬂcosﬂ Y /x
/ COS y /dx
sin
— d
/tanydy /3U

4=>1n(tan%)=x+c, ceR.

|‘E w\

De plus, on a la condition y(0) = yo
est donnée par y(z) = arctan(tan(%)e

“)

3. Représentation des solutions :
On a tracé quelques solutions pour yg € [0, 7] :

y
3.0} — .
25[
2.0¢
1.5
1.0f

0.5}
0.0/ ' - . ‘ - - x

Figure 4: Quelques solutions de I’équation

3.1.2 Equation différentielle non autonome :

On considere cette fois-ci le probleme de Cauchy suivant :

{y'<x> = f(t.y(x)) avec f(t,y) = £t

y(0) =y € R

1. Vérification des hypotheses :

d’ott 'on tire : ¢ = In(tan %). L’expression de y
Je

(sampling y(0))

f est lipschitzienne par rapport a y au sens ou elle vérifie la condition suffisante suivante
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of
sup |=—(t,y)| < +oo
(t.y)€R? | Iy (v

Voici une proposition de preuve :

Preuve

On calcule la dérivée partielle de f par rapport ¢y :
af —eY cost
- (by) = =3
Ay (1+ev)

Comme |cost] <1, Vx € R :

Ll = <
ay YN T ez = 1t ev)2

On sait que :
VyeR, e < 1+¢¥ < (1—}—63’)2

donc :
1 < 1
(I+ev)2 — ev
Ainsi, on a :
af ey eY
Y < —— < — <1<

Ce qui conclut la démonstration.
Comme f vérifie les conditions de Cauchy-Lipschitz, le théoréme nous dit qu’il existe
une unique solution mazimale sur lintervalle [T, T4] avec (T-,Ty) € R~ x R*. On
résout maintenant le probleme :

2. Résolution théorique :

(a) On montre de la méme fagon que dans ’'exemple 1 que la solution maximale est
définie sur R tout entier en utilisant le critére d’explosion.

(b) On peut maintenant résoudre le probléme de Cauchy pour yo € R. On considére
I’équation différentielle suivante:

, cost

y S l4ev

C’est une équation a variables séparées que I'on peut exprimer comme suit :

y' (14 eY) = cost

On integre de chaque c6té :

/(1 +eY)dy = /costdt

© EDAH Franco Roberto A. & ZODJI Sagbo Marcel IMSP / DANGBO




3 QUELQUES APPLICATIONS DU THEOREME DE CAUCHY-LIPSCHITZ 29

D’ou :
= yt)+ e’ =sint+¢, ceR

De plus, on a la condition y(0) = yog d’out on tire : ¢ = yg + ¢¥°. Malheureusement, on
ne peut pas contrairement a I’exemple précédent trouver une expression explicite de

y(t).
Cependant, on peut réécrire I’équation de fagon plus agréable :
On pose la fonction F définie par :

F:R — R
t — F(t)=t+e'

Alors on a :

Ft)y=t+e' = F'(t)=1+¢'
= F'(t)>0;VteR
— F'croissante sur R

= Flest une bijection sur R (puisque R est continue)

On peut donc écrire la solution y sous la forme suivante :

y(z) = F~(sinz 4 % + yo) ‘

3. Représentation des solutions :
On a tracé quelques solutions pour yo € [0, 3] :

3.2 Résolution des systemes d’équations différentielles ordinaires

Cherchons a résoudre le probleme de Cauchy linéaire du premier ordre non homogene suivant

Yi(t) =yi(t) +et Ly (0)=1
yo(t) = —ya(t) —2¢7  ,y2(0) =1

Silon pose Y (t) = (y1(t), y2(t)) alors le probleme de Cauchy s’écrit sous la forme matricielle
Y'(t) = AY (t) + B(t), Y(0) = Yy, avec :

1= )= ()20 -(5)

F(t,Y) = AY + B(t)
F(t,Y) = ( et )

—y — 2%

b
Posons :

Le probleme de Cauchy revient a ce systeme :

Y'(t) = F(t,Y)
Y(0) = Yy
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p—
=

(sampling y(0))

— = NN
o 01 © U

| D 55

| NS

=

|
o e
th o

Figure 5: Quelques solutions de 1’équation

1. Vérification des hypotheses :
La fonction F' vérifie la condition de la forme faible du théoreme de Cauchy-Lipschitz.
En effet F est de classe C* donc de classe C! sur R3.Par conséquent ce probleme de
Cauchy admet une unique solution maximale. De plus F' est globalement lipschitzienne
par rapport a la deuxieme variable.

Preuve
Soitt e R
Soit Y = (y1,92) ; Z = (21, 22) deuz éléments de R?
Ona:
1P Y) - P 2)| = | T, e
’ ’ Tz et —zg—et
_ | —~
Y2 — 22
=y 2]
On a donc :

I1F@Y) - F(,2)| <[y - Z]

F est donc 1-lipschitzienne par rapport a la deuxiéme variable Vt € R.

La solution maximale de ce probleme de Cauchy est donc globale c¢’est-a-~dire définie
sur tout R.

2. Résolution théorique :
La matrice A étant diagonale, Pexponentielle e est simplement :
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Ainsi la solution du probleme homogene est :

Yi(t) = eMYy = ( ‘i)

€

t
/ eA(t—s)B(s)ds
0

t—s —s
A(t—s)B(s) _ (€ 0 e
A= (0 i) (o)
/t (At—5)B(s)ds _ 7 et=25ds _ (
0 [3 —2et5ds

La solution du probleme de Cauchy est :

Yo = ( et — let(e 2t — 1)

. Calculons maintenant le terme :

et +2e et = 1)

et72s
- (—Qets)

—Let(e™2t 1)
2e-t(e—t — 1) )

)
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Conclusion

En somme, dans ce mémoire nous avons étudié le théoreme de Cauchy-Lipschitz

sous ses différents aspects. D’abord on rappelle que le théoréme de Cauchy-Lipschitz assure
Pexistence et I'unicité d’une solution du probleme de Cauchy sous réserve que la fonction
f définissant le probléme soit continu et lipschitzienne (localement ou globalement). Par
ailleurs, la dépendance de cette solution par rapport aux conditions initiales est continue
et méme lipschitzienne. Si la fonction f définissant 1’équation différentielle dépend d’un
parametre réel A, alors la solution au probleme de Cauchy est continiment dépendante du
parametre .
Aussi le théoreme de Cauchy-Lipschitz n’est pas une équivalence : on peut trouver une
solution unique a un probleme de Cauchy sans que f ne soit lipschitzienne grace au théoreme
de Nagumo et si on enleve la condition de Lipschitz on n’a que I'existence et pas I'unicité de
la solution. Enfin, il faut remarquer que bien que le théoréme de Cauchy-Lipschitz garantit
Pexistence et I'unicité de la solution, elle n’en donne pas ’expression.
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