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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

Les équations aux dérivées partielles constituent un objet d’étude de premiére importance
aussi bien en mathématiques pures qu’en mathématiques appliquées. Ceci est di a leur utilité
dans la construction des modéles mathématiques de processus d’évolution physiques et biolo-
giques tels que la radioactivité, la mécanique céleste, la mécanique des fluides ou la dynamique
des populations etc.

En mécanique des fluides, les équations de Navier Stokes sont des équations aux dérivées
partielles non linéaires qui décrivent le mouvement des fluides newtoniens; on s’intéresse a
I’évolution au cours du temps d’un fluide, via ’étude de son champ de vitesses en tout point
de 'espace et a chaque instant et on suppose que le fluide est a densité p constante, qu’il est
incompressible i.e 'espace occupé par une quantité de fluide a chaque instant peut changer de
forme mais pas de volume, et 'on supposera suivant les cas qu’il est visqueux ou non. Dans
le cas d’une viscosité v strictement positive, il s’agira d’un fluide obéissant aux équations de
Navier-Stokes, alors que si la viscosité est nulle il s’agira des Equation d’Euler.

Le champ de vitesses (inconnu) du fluide est un vecteur a d coordonnées en dimension d
d’espace, dépendant du temps ¢ > 0 et de la variable d’espace z € R?. L’incompressibilité du
fluide se traduit par le fait que ce champ est de divergence nulle pour tout temps. Les équations
de Navier-Stokes s’écrivent alors

p(Bpu+u - Vu) — pAu = —Vp+ f,
divu = 0.

Dans ce systéme u est le champ de vitesses du fluide, p est sa pression et freprésente I’ensemble
des forces extérieures agissant sur le fluide. Notons que

d
u-Vu= Zu]@ju

j=1
N _ 1 d C d,ﬁ . . <. -, . L H
ot u=(u',...,u”). Comme p est constant, on peut redéfinir une viscosité cinématique v := =,
N P
o P _/ o
une nouvelle pression p := = et une nouvelle force source f := = pour obtenir les équations de
p

Navier-Stokes

{atu+u-Vu—uAu:—Vp+f, (1.1)

divu = 0.
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Chapitre 1. Introduction

Notons que si le fluide est supposé évoluer dans un domaine O, il convient de rajouter des
conditions aux limites a ce systéme, par exemple les conditions de non glissement wjgo = 0.
Pour simplifier 'exposition nous supposons que les forces extérieures sont nulles.

La présence du terme —Vp dans le membre de droite de (1.1) assure que la divergence de
u reste nulle au cours du temps : en prenant la divergence de la premiére équation dans (1.1),
on s’apercoit en effet sans peine que la pression est reliée au champ de vitesses par I’équation
de Poisson

—Ap = div(u - Vu) (1.2)

qui peut-étre résolue par exemple de la maniére suivante : on remarque que

d
u-Vu = Zﬁj(uju),
=1
du fait de I'incompressibilté. Dés lors (1.2) peut s’écrire aussi
—Ap = Z 0; 0 (ujuy,)
j7k
ou encore

p=(-A)" Z ;0 (ujur)

Nous pouvons alors définir le projeteur de Laray
P =1d+V(-A)"'div

et considérer le systéme suivant, qui est équivalent & (1.1) et qui ne porte que sur le champ de
vitesses (de divergence nulle)

Owu+P(u-Vu) —vAu = 0.

Une quantité joue un role fondamental dans la description du mouvement d’un fluide : il
s’agit du tourbillon, qui n’est rien d’autre que le rotationnel du champ de vitesses. Si nous
prenons le rotationnel de ’équation de Navier-Stokes , une fagcon d’éliminer le gradient de la
pression de ’équation, on obtient 1’équation de tourbillon

0+ u-VQ—vAQ =Q-Vu.
En dimension 2 d’espace, cette équation se simplifie en I’équation de transport-diffusion suivante
Ow +u-Vw —rvAw = 0.

Dans | |, Jean Leray montre que si uy € L*(R?) et divug = 0 alors il existe une
solution u des équations de Navier-Stokes associée a la condition initiale ug, et

we L=(R,, LA(RY) N IA(R,, H'(RY)
ot la norme dans H'(R?) est définie par
||UHH1(]R'1) = ||Vu||L2(Rd)-
De plus la solution vérifie

1 ¢ 1
V20 SO + [ 190 Eands < ;5 uolasy
0

Dans leur article fondateur | |, DiPerna et Lions ont montré 'existence et 'unicité de
solutions des équations de transport sur R%. Nous rappelons ici une version légérement simplifiée
de leur déclaration.

3 Un résultat d’unicité pour les équations de transport et conservation avec diffusion



Chapitre 1. Introduction

Théoréme 1.0.1 (DiPerna & Lions). Soit d € N*, 1 < p < oo et p' son conjugué de
Hélder. Soit ag € LP(RY), v € L} (R, W' (R9)).
Alors il existe une unique solution faible a dans L>=(R,, LP(RY)) du probléme de Cauchy

(1.3)

{@a + V- (av) =0,
a(0) = ao,

ot la condition initiale est au sens de C(R,, D'(R?)).

Aprés ce théoréme, de nombreux auteurs ont prouvé des théorémes d’existence et de (non-)
unicité similaires (voir par exemple, | , , , , , , | et
| , , , | )- En particulier, les articles | , , | utilisent la
méthode de dualité qui est proche de I'esprit de nos résultats.

Dans | |, Guillaume Levy a considéré I’équation de transport-diffusion on le champ de
vecteur est peu régulier et a montré 'unicité de solution dans L?(R, x R3), puis dans | |,
il étend le résultat précédent, ce qui lui permet de donner une nouvelle preuve du théoréme de
Serrin (1962). Notre objectif est de présenter ces deux travaux de Guillaume Lévy.

4 Un résultat d’unicité pour les équations de transport et conservation avec diffusion



CHAPITRE 2

UNICITE D’UNE EQUATION DE TRANSPORT A
COEFFICIENT PEU REGULIER

Dans cette section nous exposons l'article | | de Guillaume Lévy.
Etant donné 'équation de transport-diffusion
0a+V - (va) — Aa =0, (2.1)
a(0) =0,
o v € L*(Ry, H'(R?)) est un champ de vecteur de divergence nulle.
S’il existe une solution de (2.1) dans L*(R, x R3), alors elle est unique.

2.1 Enoncé

Théoréme 2.1.1. Soit v € L2(Ry, H'(R?)) un champ de vecteur de divergence nulle et a €
L*(R, x R3). Supposons que a est solution au sens des distributions du probléeme de Cauchy
(2.1) ow la condition initiale est au sens des distributions.

Alors a est identiquement nulle sur R, x R3.

Remarque 2.1.1. L’hypothése faite sur a et v entraine que dya € L} (Ry, H*(R3)) et donc
en particulier a € C(Ry, D'(RY)).

Dans ce théoréeme, on voit a comme une composante scalaire du tourbillon de v qui est une
solution de Leray des équations de Navier-Stokes. En comparant 'équation (2.1) a léquation
du tourbillon sur R3, on constate qu’il manque le terme ad;v.

Le théoréme I1.2 du célébre article DiPerna €& Lions (1989) [ | fournit lui aussi un
résultat d’unicité pour les équations de transport dans la classe de fonctions L°°(R,, LP(R?)),
il faut noter que les conditions sur a n’implique pas que a € L®(R,, LP(R%)) pour un certain
p=1

A cause de la faible régularité du champ de vecteur v et de a, lutilisation de ’estimation de
type énergie semble étre difficile. C’est pour cette raison nous comptons plutdt sur un argument
de dualité, incarné par le théoréeme suivant.

Théoréme 2.1.2 (Théoréme d’existence). Soit v € L*(R,, H'(R?)) un champ de vecteur
de divergence nulle et ¢y € D(R3). Alors il existe une solution au sens des distributions du
probléme de Cauchy

{&gp —v-Vp—Ap=0, (2.2)

©(0) = o,

Un résultat d’unicité pour les équations de transport et conservation avec diffusion )



2.2. Preuve du théoréme d’existence Chapitre 2. Champ scalaire

satisfaisant :
o)l oo ma) < [0l Lo () (2.3)
t
H@J'Sp(t)H%%R?s) +/0 HV@SO(S)H%%M) < ”89'9001\%2(1&3) + HSOOH%oo(R%\|ajUH%2(R+xR3)> (2.4)
pour j € {1,2,3} et pourt > 0.
Avant de donner une preuve au théoréme principal, commencons par démontrer le théoréme

2.1.2.

2.2 Preuve du théoréme d’existence

2.2.1 Reégularisation du probléme

Soit p € C(R, x R?) tel que / / p(t, z)dtdr = 1, on régularise v par convolution en
R, JR3

temps et en espace. Vé > 0 on pose

t
V0 = ps x v ol ps =02 (5,§> )

Considérons le probléme de Cauchy

JR— 6 . —_— =

©(0) = wo.

En se référant & Annexe 1 p. 44, (2.5) a une unique solution ¢ dans C(R,, W™P(R?)) N
CHR,, Wm™=2P(R3)) pour tous m,p > 1. Nous passons maintenant aux estimations uniformes
par rapport au paramétre de régularisation.

2.2.2 Estimations uniformes

Soit p > 2.
En multipliant équation (2.5) satisfaite par ¢° par ¢°|¢°[P~2 on obtient :

Pl 200" — 1’172 (00 - V) = @ PP A’ = 0. (2.6)
Puisque ¢° € CY(R,, W?P(R3)) au moins, alors la relation précédente devient
1 1 _
0, {]3\905\2’} =0 VAT = Ll A = 0. (2.7)

On a d’une part :

/Ot /Rﬁt{%lso‘sl”}—%{/Whoé(t)v—wo\p}—%{Hmum ol } - (28)

Par hypothése v € L2(Ry, H'(R?)) et d’aprés les injections de Sobolev, H'(R?) < L5(RR?)

et donc pour presque tout s € R, v(s) € L5(R3) et ps € L5(]R3) au moins, donc par les
propriétés du produit de convolution, v°(s) € Cy(R?).

6 Un résultat d’unicité pour les équations de transport et conservation avec diffusion



2.2. Preuve du théoréme d’existence Chapitre 2. Champ scalaire

De méme pour presque tout s € R, ¢(s) € WH4(R?) donc d’aprés la | , P-283 re-
marque 12| qui n’est qu'une conséquence du théoréme de Morrey, |l‘im Vl(s,z)] = 0 et
T|—00

lim [©°(s,x)| = 0. Ainsi
|z|—o0

s) - V{|(s)P} = E $)0;p° (s)|P = —= E f%vj )¢’ (s)|P
T /RJsoé(swdiv W(s) 0. (2.9)

/ Sl A = / V{2 Vet = (1-p) / IV 21572,
R3 R3 R3

—9 |2

[ Ara =0 -p) |Fe el (210)

L2(R2?) .

Soit ¢ > 0.
En intégrant (2.6) sur [0, ] x R? et en utilisant les relations (2.8) ,(2.9) et (2.10) on obtient :

1 1
e Ol ey + (0= 1) / IV ()l ()T 2y ds = ol s
Ainsi
||‘p5(t>||LP(R3) < lwollzemsy Vi = 2.
On conclut que
lo° ()l Lo sy < lloll oo ). (2.11)

Rappelons que Vt > 0,
©’(t) € W*?(‘au moins ) et v°(t) € C*(R?).
On peut dériver Péquation (2.6) satisfaite par ©° par rapport a j € {1,2,3} et on obtient,
0:0;0° —v° - V0" — AOjp° = 0;0° - V. (2.12)

En multipliant (2.12) par 9;¢°, on a :

00" = v* - {9;9°V ;9" } — 0;0° 800 = 9" {90 - V' } (2.13)
Pour tout ¢ > 0 on a d’une part :

t
1
| [ 0105 = 5 {101 Ol ~ N0y0lacen}- (214
0 JR3

D’autres part parce que v° tend vers 0 & Uinfini ainsi que 9;¢°(s), V;¢°(s) et Ap®(s).

t
//U5.{8j905vajg0 // V|8J¢| __/ / |a]906|2dlv s dived _00
0 JR3 - .

(2.15)

7 Un résultat d’unicité pour les équations de transport et conservation avec diffusion



2.2. Preuve du théoréme d’existence Chapitre 2. Champ scalaire

t t t
/ / 0, Ay = — / / VoI = / . (2.16)
0 R3 0 R3 0

Ainsi en intégration (2.13) sur [0,¢] x R3 et en se servant des relations (2.14), (2.15) et (2.16)
on a:

1 t 1 t
310 Ol + [ 1906 ey = 50ssnlio + [ [ 236 {007 96} )
Posons .
10=[ [ o {on v},
0 R3
Pour tout s € Ry, ¢°(s),d;¢° et v(s) tendent vers 0 a D'infini, ce qui permet d’avoir :
t
1 =- [ [ Saviopa)
0 R3
t
= —/ / {00 - VO;0° + 0;¢° div 0;0°}
0 R3
t t
= —/ / {00 - V) —/ / 0;¢°0; div v°
0 R3 0 R3
ivod= t
e 0—/ / PO’ - VO
0 R3
t
< leollsy [ 1050 eI 9036 ey
0
1 2 ! 4112 ]‘ ! 4112
< llenlegn | 1007 s + 5 | 1905 sy
0 0
Ainsi (2.17) devient
1 ! 1) ! 1)
o5 Ol + | 190527 ey < Iosslan + ol | 10507 ey
Autrement dit
4 ! 1
1050° (1)1 22 (g3 +/0 IV;0° (1) 17 2(sy < 110500l|72me) + 00ll 7o e 1000172, wrey- (2:18)
car

10;0°|| L2 xre) < Nlpsl pr e k) 1050 2y <2y = [1050]| 22r, <o)

On résume cette partie par deux estimations :
— La relation (2.11) permet d’écrire

Sgp||905HL°°(R+><R3) < [lvoll oo (rs)- (2.19)

— De méme la relation (2.18) permet décrire

St;p||¢5||Lm<R+,H1(Rs>) < oo et Sgpllw5IIL2<R+,H2<R3>> < 00,

8 Un résultat d’unicité pour les équations de transport et conservation avec diffusion



2.2. Preuve du théoréme d’existence Chapitre 2. Champ scalaire

2.2.3 Convergences

Les deux derniéres estimations de la partie précédente permettent de conclure que la fa-
mille (¢°), est bornée dans L™(Ry. x R*) N L*(R, H*(R?) N L™ (R, H'(R?)). Rappelons que
L2(Ry, H?(R3) est réflexif et L®°(Ry x R?) et L®(R,, H'(R?)) sont les espaces duaux respectifs
de L'(Ry x R3) et L' (R, H~'(R?)). Ainsi d’aprés le théoréme de Kakutani | , Théoréme
3.17], il existe une sous-famille de (¢°), qui convergence faiblement dans L*(Ry, H*(R?)). En
utilisant le théoréme de Banach-Alaoglu Bourbaki | , Théoréme 3.16], il existe une sous-
famille de (¢°), qui converge faiblementx dans L (R, H'(R®)) et dans L=(R, x R3).

En conclusion, il existe une sous-famille de (gp‘s) s due nous omettons de noter qui converge

faiblement dans L2(R,, H?(R?)) et faiblementx dans L®(R, x R?) et L=(R,, H'(R?)) vers ¢
et on a :

HQOHLoo (Ry xR3) X 11m1nf||<,0 HLoo (Ry xRR3),

ol ooy £ R2Y) < 1im5iﬂf||<ﬂ5|’Lw(R+,H1(R3)) et ||l L2ry, m2(r3) < hrnéianSOé‘|L2(R+,H2(R3))-

Ce qui permet d’obtenir grace a (2.18) et (2.11) les relations (2.3) (2.4).
Il reste & montrer que ¢ est solution faible de (2.2).
D’aprés ce qui précéde, (%); est bornée dans L= (R, H'(R?)) et dans L?(R ., H*(R?)). Par
3
interpolation, on obtient que (¢°)s est bornée dans L*(R,, H2(R?) , c’est-a-dire que (V?);
1
est bornée dans LY(R,, H2(R,). Donc a extraction prés, (V¢?)s converge faiblement vers Vi
dans L*(R,, b3 (R))). .
D’autre part, (ps)s est une approximation de I'unité et v € L*(R,, H*(R?)) donc (v° =

ps * v)s converge fortement vers v dans L2(R,, H'(RR?)).
Puisque ¢° — ¢ dans L2(R,, H*(R,)) alors A¢® — Ap dans L*(R, x R3).
4

Montrons que v° - Vi converge faiblement dans L3 (R, L?(R?)) vers v - .
Pour garantir la convergence faible de v - V° vers v - ¢, il suffit que ¢ converge faiblement
vers ¢ et v° converge fortement vers v. D’aprés ce qui précéde (V¢?)s converge faiblement vers

1
¢ dans LY (R, H2(R?)).

1 : o

Par injection de Sobolev H2(R?) < L3(R?) et H'(R?) — L°(R?). Donc (V¢°)s est faible-
ment convergente dans L*(R, L3(R3)). Or (v°) est fortement convergente dans L?(R,, H*(R3))
donc aussi L?*(R,, L°(R?)). Par Hélder, on conclut que v° - V° converge faiblement dans

Lg(RJF, L*(R?)) vers v - .

Par hypothése (¢%); est bornée dans L*(R,, H?(R?)) et (V¢?)s est bornée dans L4(R,, H2)
donc (Ag®)s est borné dans L2(R,, L*(R®)) N LY (R, H™ 2) Par interpolation on a que (Ag?)s
est bornée dans Lg(RJr, L%(R3)). Par I'équation, d;p° = v°- ° + Ap® donc (9;¢°)s est une suite

4
de L3 (R, L?(R?)).
Par ailleurs, pour tout v € C°(R, x L*(R%)), on a :

//@gpu- // ‘58tu //gp@m—/ /&gpu
R, JR3 Ry JR3 R, JR3 R, JR3

4 “
Ainsi 9;¢° — Oy dans L3 (R, L*(R3)).
La convergence au sens des distributions étant une convergence trés faible, elle est impliquée
par les convergences forte et faible.

9 Un résultat d’unicité pour les équations de transport et conservation avec diffusion



2.3. Preuve du théoréme principal Chapitre 2. Champ scalaire

Conclusion
Pour tout u € C2°(Ry x R), on a :

4
/ orp’u 220, / . Oppu car 0y’ — Oy dans L3 (R, L*(R?));
Ry JR R, JR

6—0

3
5 o, 0 _ R N 2 2/3Y).
v’ - Velu —— v-Vu car v° - Vo v-Vp dans L3 (R, L*(R?));
R+ R3 R+ R3

6—0

/ Ay = / Apu car ¢° — Ap dans L*(Ry x R?)
R+ R3 R+ R3

/ 8tg05u+/ /UE-VQD‘SU—/ /Acp5u:0
Ry JR3 Ry JR3 Ry JR3

alors ¢ vérifie la relation

/ (9tg0u+/ /U-Vgou—/ Apu=0 VYueC R xR?).
Ry JR? Ry JR3 R, JR3

V6 > 0, ¢°(0) = ¢y donc en passant a la limite on a ¢(0) = .
Ceci achéve la preuve du théoréme (2.1.2).
Le résultat suivant est une conséquence directe de ce théoréme.

or

Corollaire 2.2.1. Soit T > 0, v € L*(Ry, HY(R®)) un champ de vecteur de divergence nulle
alors le probleme de Cauchy

—0ip—v-Vo—Ap=0
p(T) = po € D(R?)

admet une solution sur [0,T] X R? et vérifie les relations (2.3) et (2.4).

2.3 Preuve du théoréme principal

La preuve du théoréme 2.1.1 est une conséquence directe du lemme suivant.

2.3.1 Lemme de commutateur

Lemme 2.3.1. Soit un champ de vecteur o divergence nulle v € L*(R., H'(R®) donné. Soit
© € L*(Ry x R3), p € C(R3) tel que le support de p soit contenu dans la boule unité de R3.
On définit :

1 pe = 5_3:0(2) ,

2. Commutateur C¢ par :

C%(s,2) = v(s,2) - (Vp= x () (x) = (Vpe x (v(s)p(s))) (2)

Alors
1C L2y xr) < Vol Lr@s) VOl 2 m, i mop 101 oo (. xr2).-

Ce qui est trés remarquable et qui sera utilisé plus tard est que le majorant de la norme de C*
ne dépend pas de ¢

10 Un résultat d’unicité pour les équations de transport et conservation avec diffusion



2.3. Preuve du théoréme principal Chapitre 2. Champ scalaire

Démonstration.

Z% sv2)+ @y l9) (0) = [ Vpula = 9) - (el ()
= Z /RB (0(5,2)0jp=(x = y)p(s,y) = Fjpe(z = y)v; (s, y)p(s,y)) dy
=32 [ ool =) (wy(s.0) = vyl (s

_ lz oo (F2) 66 = wyts.) el

En faisant le changement de variable y = x — £z et ensuite parceque

1
v(s,x —ez) —v(s,x) = 52/ Vu(s,z — tez)dt.
0

Z/ ) (vj(s,z) —v;(s,x —e2)) p(s,x —ez)dz

7=1

/ ,x) —v(s,x —ez))p(s,x —ez)dz

o | = ml»—l

= /0 /R3 o(s,x —ez)Vu(s,x —tez) : (Vp(2) ® z)dzdt

C sl < [ [ lots.a =) Va2 [Vo(s, = tea)] [V(2) 217 dedt

1 1
1 2 2
</ [ / |so<s,x—sz>|2|w<z>|rz\dz} [ [ 1Vets. =t IvplE)eldz]|
0 ]Rd ]Rfi
1
oR G ICReN T TN T KLY (S / / Vel 122) IV p(2) 2l

1
1€ 2 o < Il IVl [ [ [ [ 1905, = te)Pda| V(o) dsdza
0 JrdJR, JRE
< H(:O||2L°°(R+><R3)|||'|vp”2L1(R+><R3)||vv||%2(R+><R3)
Ce qui permet d’avoir le résultat. O]
2.3.2 Opérateur de convolution

Avant de continuer, introduisons l'opérateur de convolution R. définie par :

R.:uw p.xu.

Lemme 2.3.2. 1. R. commute avec ['opérateur V :

11 Un résultat d’unicité pour les équations de transport et conservation avec diffusion



2.3. Preuve du théoréme principal Chapitre 2. Champ scalaire

2. R. est "symétrique" pour signifier que :

/R3 R.(f)(x)g(x)dr = / R.(g)(2)f(z)dz.

]R3

3. V est "antisymétrique” pour signifier que : pour tout champ de vecteur v € Hl(RS)

f(@)V - v(z)dr = —/ v(x) - Vf(z)dz
R3 R3
Démonstration. 1.

Rz—:(vf):pe*vf:V(ps*f):VREf-

| R @@t = [ g f@atde = [ fote = patertsdy

- [ R3p5<x—y>g<x>dx) a2 [ ) ([ ety =isteyar)

[ @9 s = [ 1@ oo =Y [ r@oseis

_ _2/]1@ 03(2)0; f(2)da = —/Rgv(x) Vf(@)de. O

2.3.3 Préliminaires

Soit p = p(x) une fonction régularisante radiale, définissons p. := 8’3,0(;). Ve > 0 posons

a-. = a * p. la convolution en espace de a et p..
On a :

Oyae = p. * Oya,
Aa, = p. x Aa.

Ainsi
Owa. + V - (a:v) — Aae = pe x (Oha — Aa) + V - (a.0) =V - (av) — pe * V- (av) . (2.20)

Remarquons que la fonction a. n’est pas suffisamment réguliére en temps car elle est obtenue
par convolution en espace. Néanmoins puisque a € L?(R, x R3) alors a. € LS. (R, C>®(R3)) et
Orae € L (Ry,C>®(R?)) car d,a € L (R, H%(R?)).

Soit T" > 0, considérons le probléme de Cauchy suivant :

_ _ 9. — —
{ Op—v°-Vo—Ap =0, (2.21)
2

(T) = ¢r,
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2.3. Preuve du théoréme principal Chapitre 2. Champ scalaire

ol v° est la convolé en espace du champ de vecteur de divergence nulle v par ps et @ €
D(R3).

D’aprés la méthode illustrée dans Annexe 1 p.44, il existe une unique solution ¢? de (2.21)
appartenant a C([0, 7], W™P(R3)) N C*((0,T), W™ 22(R?)) pour tous m,p > 1.

De plus la famille (¢°); est bornée dans (°) , est bornée dans L([0, T]xR*)NL2([0, T], H*(R*)N
L>([0,T], H'(R?)) et sa limite faible est solution au sens des distributions du probléme de Cau-
chy

—0p —v -V —Ap =0,
o(T) = ¢r.

Multiplions la relation (2.20) par ¢°, on a :
5 5 5 6 5
@O + °V - (av) — ¢’ Aa. = ©°V - (av) — ¢°pe % V - (av) .

D’une part, ¥t > 0 lim |@°(¢,7)] = lim |a.(t,7)] = 0 (a. = a * p. et p. est & support

compact).
Par intégration par partie, on a :

T
/ . Ahas(s,2)¢’ (s, 2)dsdx = (a.(T), o(T))prrs).prs) — (a=(0), o(T)) pr(rs) p(w)
o Jr

T
— / / a.(s,2)0,¢° (s, x)dsdz.
o Jrs

Par hypothése a.(0) = a(0) = 0 au sens des distributions, donc la relation précédente devient :

T T
/ Ahas(s,2)¢’ (s, 2)dsdx = (a-(T), o(T))p(rs)p(r3) —/ / ac(s, )0’ (s, z)dsdx.
0 R3 0 R3

(2.22)

Le second membre de la relation (2.20) s’écrit :

Cela, v(s, x) := V- (Re(a(s))v(s)) (x) = Re (V- (av)(s)) ().

En utilisant les résultats de 11 on a :
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2.3. Preuve du théoréme principal Chapitre 2. Champ scalaire

[ et )t ayisda = [ [ 9 (Relalo)(s) (55 s
[ R o @) aisa

/R+ /R (5, 2)V (5, z)dsda
[V @ r o)

/&/RS 5,2)R. ((v- V¢")(s)) (x)dtda

: J S x)asax
*/M /RJ“W(S’@ VR(¢(5)) (x)dsd
= /R /R i a(s, x){v(s,z) - VR(°(5))(x) — Re (v - V¢*)(s)) (z) }dsdx

/R /RBa s, x){v(s,x) - (Vpg*go‘s(s)) (x)
— pe  (div((vg?)(s))) (@) bsda
| ats.a)tots.)- (905 £°65) (@) = T (0 )(5) o) s

:/ / a(s, x)C*(s, x)dsdzx.
Ry JR3

C=(s,2) 1= v(s,) - (Ve x 9°(s)) (2) = Vpe x ((v0°)(5))(2).

On a donc montré que

/R+ /R3 Cele (s, 2)¢" (5, w)dsdr = /R+ /Rg a(s, z)C* (s, x)dsdz. (2.23)

En multipliant (2.20) par ¢°, en intégrant par rapport sur [0,7] x R?® puis en utilisant les
relations (2.22) et (2.23), on a :

ol

(ac(T), (1)) pr(r3) D@3 = /T /R‘s als, )0 (s, z)dsdx + /OT /RB 0u(5, )0 (5,2)dsd
/ /R (a=(s)v(s)) (x) + ¢°(s, 2) Aac(s, x)dsdz

puisque a. = p. * a et a € L*(R, x R?) donc ‘1|1m lac(s,x)| = 0, par ailleurs, on sait que
xT|—00

lim |p°(s,x)| = 0 ainsi
|z]—o0

/}R3 (5, 2)V - (az(s)v(s)) (2)dz = — /Rs(vaa)(s, z) -V (s, x)dx

/ OO (s,2)Aa(s,z)de = [ AQ®(s,z)a.(s, x)dx.
R3

R3
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2.3. Preuve du théoréme principal Chapitre 2. Champ scalaire

On obtient donc
(ac(T), o(T)) D (r3). D(R3) / /3 s,2)0%°(s, x)dsdx
R

N /0 /Rs ae(5,2) (_at(pé(s’ z) — v(s,2)- V' (s, x) — Ap’(s, JI)) dsdzr. (2.24)

2.3.4 Convergences

Rappelons que la limite faible de (¢%)s dans L® (R, x R*)NL*(Ry, H2(R*)NL>® (R, H'(R?))
est solution au sens des distributions de (2.21). Mais a. est régulier alors pour chaque € on a :

/o /R3 as(s, ) (=0’ (s,2) — v(s, ) V'(s,2) — AY’(s,z)) dsdx

220, / /RS a:(s,x) (—Op(s,x) — v°(s,z) - Vip(s, ) — Ap(s, x)) dsdx = 0. (2.25)

D’autres part, d’aprés le lemme 2.3.1 on a :
1C%] L2y xs) < VPl VOl 2, i gy 197 | oo e x3)-

La famille (¢?)s est bornée dans L>(R, x R?) donc en particulier pour chaque e, (05’5)5 est
bornée dans L2(R; x R®) qui est réflexif donc il existe une sous-famille de (C*°) 5 » due nous
omettons de noter, qui converge faiblement dans L?*(RT x R?).

Le champ de vecteur v est a divergence nulle, donc on peut écrire

C=(s,2) = v(s,x) - (Ve x 9°(s)) (2) = (pe % (v(s) - V'(5))) ().

4 )
Il faut aussi remarquer que v- Vo? — v- Vo dans L3 (R, L2(R?)) et ¢° — ¢ dans L*(R, H*(R?))
donc la seule limite faible de (C’E"S) 5 est donc

C=%(s,z) = v(s,2) - (pe * Vo(s)) () — (p= * (v(s) - Vip(s))) ().

Ainsi pour chaque ¢, lorsqu’on tend § vers 0 dans (2.24) et en utilisant (2.25), on obtient,

(ac(T), o(T')) D (r3),D(R3) _/ /}R5 s,7)C%(s, x)dsdx. (2.26)

Encore, la famille (C*?)_ est bornée dans L?(R™ x R?), donc admet une sous-famille faible-
ment convergente dans L2(R+ x R?).

Par ailleurs on sait que Vo € L*(Ry, L*((R?))) donc p. * Voo — Vi dans L*(R,, L3(R?)).
Ainsi par holder, on a :

0
|v-pex Vo —v-Vol 4 < il ey oy || e * Vo — Vool L, 13we)) — 0.
L3 (R, [2(R?))

4 4
De méme v - Vo € L3(R,, L?(R3)) donc p. v - Vo — v- Vo dans L3 (R, L*(R3)).

On conclut donc que v - p, x Vo — p. * (v- V) — 0 dans L%(]&_, L?*(R3)). La limite faible
de (C*9)_ dans L*(R™ x R?) est alors nulle.

Enfin, a. — a dans L*(R, x R?) car par hypothése a € L?*(R, x R3) et par conséquent
lorsqu’on tend € — 0 dans la relation (2.26) on obtient

(a(T), o1)p (r3%),p(R3) = 0.

Cette derniére est vraie pour toute fonction test o7 € C°(R?), ainsi a(T') est nulle au sens des
distributions ceci pour tout 7.
Par conséquent, a est nulle au sens des distributions.
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CHAPITRE 3

UN LEMME D’UNICITE AVEC DES APPLICATIONS POUR
REGULARISATION ET MECANIQUE DES FLUIDES
INCOMPRESSIBLES

Dans | |, Pauteur a étendu le résultat précédent, Il a montré que les équations de
transport avec de coefficients peu réguliers ont une propriété d’unicité, méme en présence de
viscosité.

Ce résultat d’unicité lui permet alors de donner une nouvelle preuve du célébre théoréme
de Serrin (1962). Il montre également que la solution nulle est I'unique solution des équations
d’Euler sur le tore de dimension 2 sous une hypothése d’intégrabilité. Dans ce chapitre nous
exposons ces travaux.

3.1 Théoréme principal

3.1.1 Enoncé

Théoréme 3.1.1 (Théoréme principal). Soit d > 1 un entier, v > 0 un paramétre réel,

1 < p,q < oo des nombres réels de conjugués respectifs p' et ¢'. Soit v = v(t,x) un champ de

vecteur de divergence nulle et v € L' (R, , W (RY)) et a € LP(Ry, LY(RY)) . Supposons que a

est solution au sens des distributions du probléeme de Cauchy

{@a + V- (av) — vAa =0, (3.1)
a(0) =0,

ot la condition initiale est au sens de C°(R,, D'(RY)).
Alors a est identiquement nulle sur R, x R,

Commentons un peu la stratégie que 'auteur a utilisé. Premiérement, parce que a appartient a
une classe de faible régularité de distributions, les estimations de type énergie semblent hors de
portée. Ainsi, un argument de dualité est beaucoup plus adapté a notre situation. Compte tenu
des hypothéses sur a, qui impliquent par exemple que Aa € LP(R,, W_qu(Rd)), nous devons
prouver le résultat d’existence suivant.

Théoréme 3.1.2 (Théoréme d’existence). Soit v > 0 un parameétre réel, v = v(t,z) un
champ de vecteur  divergence nulle avec v € LY (R, , W4 (R9)) et o € D(R?).
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3.1. Théoréme principal Chapitre 3. Champ vectoriel

Alors il existe, au sens des distributions, une solution p € L®(R, x R?) du probléme de
Cauchy

{@gp — V- (pv) —vAp =0, (3.2)

gO(O) = ¥o,
satisfaisant [o(8)l ey < ol ey

Ce théoréme est une légére généralisation du théoréme analogique (2.1.2). La preuve que
nous fournissons ici suit les mémes lignes mais ne retient que 'estimation clé, qui est la dé-
limitation de la solution. L’estimations supplémentaires (2.6) est non essentielle et présente
Iinconvénient de dégénérer lorsque le coefficient de viscosité est petit. En revanche, la délimi-
tation n’est pas affectée par de tels changements.

On énonce ici un lemme de commutateur, similaire au lemme II.1 de | | que nous
utiliserons dans la preuve du théoréme 3.1.1.

3.1.2 Lemme de commutateur

Lemme 3.1.1. SoitT > 0, v un champ de vecteur & divergence nulle et v € LP (R, Wi (RY)).
Soit a € LP(R,, LY(R%)), p = p(x) € D(R?) et / p(z)dx =1, définissons Ve > 0
Rd

1. pe = gidp(é):
2. C°(t,x) = v(t,x) - (Vpe * alt))(z) — (Vpe x (v(t)a(t)))(x),
Alors

0
1C° | L1 (s xRe) =5 0.

Démonstration. Pour presque tout (t,7) € R, x R% on a :

C(t,a) = v(t,x) - (Vpe % a(t))(z) — (Vp. * (v(t)a(t))) ()
_ / d ) - Voe(a — y)alt,y) — Vpo(z —y) - v(t,y)a(t, y)) dy
_ /Rda v(t, ) — v(t,y)) - Vpe(z — y)dy.

AP 1 N
Par définition de p. on a Vp. = EdﬁVp(g), ainsi

C(tn) = [ atea) T gy Py,

od
En faisant le changement de variable y = x + <z on a :

v(t,x +¢ez)
£

Ce(t,z) = /]Rd a(t,x + Ez)v<t’ ) = -Vp(z)dz.

En utilisant la formule de Taylor, on a :

1
Vte R, o(t,x) —v(t,z+ez) = —5/ Vo(t,z +rez) - zdr.
0
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3.1. Théoréme principal Chapitre 3. Champ vectoriel

Alinsi,
1
Ce(t,x) = —/ / a(t,x +ez)Vo(t,z +rez) : (Vp(z) @ 2)drdz
Rrd Jo

1
= —/ / a(t,x +e2)Vo(t,x +rez) : (Vp(z) ® z)dzdr,
0 Jrd

1 1
ot : désigne la contraction de deux tenseurs. Puisque —+— = 1 alors g ou ¢’ est fini. Supposons
qa g

que ¢ est fini et posons
1
Ce(t,x) = —/ / a(t,z +rez)Vo(t,z +rez) : (Vp(z) @ z)dzdr.
0 Jrd
On a:
1
Ce(t,x) — C°(t,x) = / / (a(t,z +rez) —a(t,x +¢€2)) Vo(t,z +rez) : (Vp(z2) @ z)dzdr.
0 JRrd
Alinsi,
. o9 1
1C° = G s sy < / / / la(t, z + re2) — alt, z + 2)||Vo(t, & + 1e2)| |V p(2) @ 2|dzdrdudt
o JriJo Jrd
1 oo
= / / / la(t,x 4+ rez) — a(t,x + 2)||Vu(t, z + rez)|dzdt|Vp(z) & z|dzdr
0 JREJO Rd

1 0o
<[] [ Nttt ren) = ot + Dl ot + el an Vo) 2
0 R 0

Montrons que |[a(t,. +rez) — a(t, - + 2)|| Lo(re) =% 0. Commencons par prendre f € C>(RY).
Vo, heR%on a:

1

f(z+h) — f(z)| = ‘/Olh-Vf(erth)dt‘ < | (/01]Vf(x+th)]th>q ,

1
|f(z+h) = f(2)]" < yhyq/o |V f(x + th)|Pdt.

Par suite
[£(-+h) = fllLaway < [PV fllLo@e-

On en déduit donc que

Vf € CO(RY lm sup [£(-+ k) — fllgame) = 0.

"0 b h|<r
Par hypothése q < oo, alors pour tout 7 > 0 il existe une fonction f € C*(R?) telle que
1f —a(t, ||l poray <.
Remarquons que
la(t, - +h) = a()||orey < lla(t, - +h) = f(-+ D) | Laay + [F (- +h) = fllzawey + [1f = alt) ]| ogre)-
Donc d’aprés ce qui précede

lim sup || f(- +h) = fllrere) = 0.

=0 h |n|<r
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il existe donc ry > 0 tel que VO < r < g

sup [[f(- +h) = fllpoway < 1.
h,|h|<r

Alinsi,
VO<r<ro sup |la(t,- +h)—a(t)| e < 3n,
h,|h|<r

et par suite
lim sup ||a(t, -+ h) — a(t)|| pogay = 0.

r—0 h7|h‘<7’
En particulier,
VzeR,re(0.1] lmla(t, +22) — a(t)] e = Imla(t, -+ rez) — a(t)|agee) = 0.
or

la(t,- +rez) —a(t,  +e2)|| pawey < ||a(t, - +€2) — a(t)|| poray + |la(t, - +e2) — a(t)]| Loway

donc
Vze R re[0,1] limlla(t, - +rez) — alt, - +€2)]| Lagea) = 0.
E—

Par ailleurs,
la(t,- +rez) —al(t,- +e2)||pamey < lla(t, - +e2)||Laway + lalt, - + 7€2) || Laway = 2[|a(t) || o(re)-

En résumé, on a :

L Ve>0 (rtz)—lalt,-+rez) —all, +ez) ||l pawey [ VO(t, - + rez)|| o wa) | Vo(2) ® 2| €
LY([0,1] x Ry x RY);

2.
Jat, -+ 722) — at, -+ ) age [V, -+ 722) | Vp(2) @ 2
< 20alt) 1ol V0l8) v V() 2
et
1 00
L[ ] el 7o e 90(:) @ 21 < lallzsangeon Vol e,
IVo(2) @ 2|11 (ray < 00.
3. Puisque

IVo(t, +re2)|| o gay < VOOl ey ¥ (r,2) € [0,1] x R
et pour presque tout ¢t € R,

li_r}r(l)Ha(t, ~trez) —alt, +e2)||paray VoL, - +rez)| Lo ey [Vo(2) @ 2| = 0.
Le théoréme de convergence dominée nous permet de conclure que

€ e e—0
1C° = C* |l Ly xra) = 0. (3.3)
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Pour finir la preuve du lemme il suffit de montrer que "56|‘L1(R+XR<1) =% 0. Posons Ult,z) =
a(t,z)Vo(t,z), puisque Vo € LV (Ry, LY (RY)) et a € LP(R,, LY(R%)) alors U € L'(R, x RY)
et on peut écrire C° sous la forme

C=(t, x) / /]Rd (t,x +rez) : (Vp(z) ® z)dzdr.

En faisant une intégration par parties on a : pour tout

1<i<d / 2;0ip(2) = —/ p(z)dz = —1.
R R
On conclut donc que
- [ (Vo 0 2z = 1
Rd

ou I, est la matrice identité. En conséquence
1
Ct,z) = —/ a(t,z)Vou(t,x) : / (Vp(2)®z2)dzdr = a(t,z)Vou(t,z) : I; = a(t,z) divo(t,x) = 0.
0 R4
En appliquant encore une fois le théoréme de convergence dominée a

Ce(t, x) / dU (t,x +rez) : (Vp(z) @ z)dzdr.

on Obtient ||5€||L1(R+XRd) ﬂ) 0.

En utilisant (3.3) on a :
5] 15 ~€ ~E 0
1C%|| £ r, ey < [|C° = C%|l i, xrey + 1Ol 1, xma) — O.

Ce qui achéve la preuve du lemme. O

3.1.3 Preuve du théoréme d’existence

Démonstration. 3.1.2

Régularisation et estimation

Soit p € CX(RY) telle que / p(z)dz = 1. Pour tout § > 0, on pose ps = 6 %p(5) et
d

R
vs = ps * v. Avec la méthode de Friedrichs combinée avec les estimations du noyau de la
chaleur, illustrée dans annexe 1 p. 44, on montre que le probléme de Cauchy

{é%so = V- (pv5) — vAp =0,

2(0) = go. (34)

admet une unique solution ¢° € C(R, W™P(R%)) N CL(R,, W™ 2P), pour tous m,p > 1.
Soit r > 2 un nombre réel.
En multipliant par °|¢°|"~2 I’équation (3.4) satisfaite par ¢ on a :

Pl 200 — @1V - (9%vs) — v | TP AP = 0
qu’on réécrit, a cause de la régularité de ¢° sous la forme

1
=0, (I€°1") = vs - (°1€°["2V®) — v’ |@°" 2 A’ = 0. (3.5)
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D’une part, pour tout t > 0 on a :

¢ 1 1 1
—8 o - - 6t r Y — — r 36
| ]300 = 216 Ol = Flieulres (3.

Pour tout s > 0 les fonctions ¢°(s), V¢ (s) et vs(s) tendent vers 0 en 'infini, ce qui justifie les
lignes suivantes.

- 1 ~\ IPP .o div v5=0
/ vs - (]| 2V905)=—/ vs -V (l¢°]") = —/ 0 dives “TET 0, (3.7)
R4 T JRrd Rd

. IPP ,_ _
/Wﬂ IR —/ v (&) 2)-w:<1—r>/ VPl
Rd R4 R4
51 6 =2
= (1= DIV T gmer. (3.8)

En intégrant (3.5) sur [0,] x RY, et en utilisant les relations (3.6), (3.7) et (3.8) on obtient :

1 t
T @l + [ 6= DIV T s = ol

Ce qui conduit & :
1° )| ey < llollrmay  Vr =2
En faisant tendre r vers 'infini, on a :
1€° ()| oo ety < N0 | Lo -

Autrement
Sl;pHSO(SHLw(RMRd) < [lol| Lo may- (3.9)

Convergences

La famille (905)6
converge faiblement x dans L>=(R, x R?) vers une fonction ¢ € L>°(R, x R%) et on a :

est donc bornée dans L>®(R, x R%). Il posséde donc une sous famille qui

ol oo Ry xR4) X hm(smeSD | oo (Ry xR9)-

Donc d’aprés (3.9) on a :
||90||L00(R+de) < ||800||L00(Rd)-

Il reste donc a montrer que ¢ est solution faible de (3.2)
Montrons que Agp® —* A dans L®(R,, W=2°(R%)) et povs — gv dans L} (R, x RY).
(), € LRy x RY) donc Ag® C L®(Ry, W22(R7)).
Vu € LY(Ry, W21(RY)),

//Rdmpu—/ /Rd S Au 2% //RdgoAu—/ /Rd(pAu_

Ainsi Ag® —* Ap dans L®(R,, W—2%(R%)).

21 Un résultat d’unicité pour les équations de transport et conservation avec diffusion



3.1. Théoréme principal Chapitre 3. Champ vectoriel

D’autres part soit K un compact contenu dans R, x R? et u € L>°(K), On a :

| [ o= vn] <| [ oo + | [ o = o] < 1 liwaolles vyl

+] [ute - )| < ||soo||Loo<Rd>||u||Loo<K>||<v5—v)HLm+\ [ w9
K K

Rappelons que u € L>(K) et v € L'(K) donc uwv € L'(K) puis ‘ / uv(p® — gp)‘ 229 .
K

v e LP (R, WH (R?)) donc au moins v € Ll (R, x RY) | , Proposition 1.8.2]
Montrons que vs ~—% v dans L. (R, x R%)
Soit ¢ € C*(R, x R?), on a, grace a (3.18)

6—0
[ (vs — U)¢|’L1(R+><Rd) < (vs — U>‘|LP'(R+,LG/(Rd))||wHLP(R+7Lq(Rd)) = 0,

et par suite

50
1(vs = v)ull 2y < Null ooy llvs = vl 22y = 0.

‘/ ((,0%5 — gpv)u’ =0, 0.
K

Par conséquent ¢’vs — v dans L} (R, x R?).

0:/ 8tg06u—/ V-(g@‘sv(;)u—/ / Vchu(S;O)

Ry JRY Ry JRY Ry JRY
/ 8t<pu—/ / V-(gpv)u—/ / vV u.
Ry JRd Ry JRd Ry JRd

Par conséquent ¢ est solution faible de (3.2) et vérifie

On en déduit donc que

||<P||L°°(R+de) ||800|’L°<>(Rd) ]
Le corollaire suivant est une conséquence directe du théoréme 3.1.2

Corollaire 3.1.1. Soit T' > 0, v un paramétre réel positif. Soit v = v(t,z) un champ de vecteur
de divergence nulle appartenant o LY (R, W' (R?)). Soit ¢, € D(RY).
Alors il existe sur [0, T] x R? une solution au sens des distributions du probleme de Cauchy

{—@gp—v (pv) — Ap =0,
2

T) = ¢ (310)

3.1.4 Preuve du théoréme principal

Démonstration. 3.1.1

Préliminaires

Commencons par prendre p une fonction régularisante radiale et définissons p. := g_dp(é)
et a. = p- * a la convolution de a et p. en espace.

Par hypothése a € LP(R,, L¢(R%)), la convolution étant en espace, a. n’est pas assez régulier
en temps, néanmoins, a. € L2 (R, ,C®(RY)) et dsa. € LL (R, ,C®(RY)).
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Ainsi

Owa. — V - (a:v) — vAa. = p. x (Oha —vAa) —v-V(pexa) =v-V(p. % a) — p. * (Va-v) =C*°

(3.11)
ol C¢ est défini dans le lemme 3.1.1.
Soit T > 0, considérons le probléme de Cauchy suivant :
—0p—1° - Vo —Ap=0
tgo v SD 90 ) (312)
o(T') = or,

o1 v° est la convolé en espace du champ de vecteur de divergence nulle v par ps et 7 €
D(R3).

Il existe une solution ¢° de (3.12) dans C([0, T], W™P(R%)) N C((0,T), W™2P(R%)) pour
tous m,p > 1. De plus la famille (¢?)s est bornée dans (@5)6 est bornée dans L>([0, 7] x R?)
et sa limite faible est solution au sens des distributions du probléme de Cauchy

—0p —v -V —Ap =0,
p(T) = or,

Multiplions (3.11) par ¢° on a,
©’0a. + ©°V - (av) — v’ Aa. = @°C°. (3.13)

On sait que dya. € L*(Ry,C>®(R?)) et ¢° € L>=([0, T], W™P(R%)) (pour tout p,m > 1) ainsi

/ T]xRd Soéatae = <CL5(T>; 806(T>>'D/(]Rd),D(Rd) - <(15(0)7 @6(0)>D’(Rd),D(Rd) — / aeat@(s
0,7 x

[0,T)xR4
a(0)=0

= {(a:(T),¢°(T)) pr(ray p(ray — / a:0i0°. (3.14)
[0,T]xR4

Pour tout s € [0,T], ©°(s), a-(s), V¢’(s) et Va.(s) tendent vers 0 a I'infini, ce qui justifie
les lignes suivantes

/[Oﬂ y g05V (agw) = —/ Vgp5 - (azv), (3.15)

[0,T]|xR4

/ ©’Aa. = / Agla,. (3.16)
[0,T] xR [0,T]x R4

Ainsi en intégrant (3.13) sur [0,7] x R? et en utilisant les relations (3.14), (3.15) et (3.16) on
obtient :

(0e(T), o0 sty pas) = /

0,7

©OCF — / e [—atgo‘s — V- (v¢?) — VAJ] . (3.17)
] xRd [0,7]xR4

Convergences

Du lemme 3.1.1, C¢ € LY(R, x RY) et comme ¢° converge faiblement x dans L>(R, x R?)
vers une fonction ¢ solution faible sur [0, 7] x R? du probléme de Cauchy

{—atSO = V- (vp) —vA =0,
©(0) = or.
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Alors pour chaque e

/[OT] y 0O (s,2)C% (s, x)dsdx 2= (s, 2)C (s, ) dsdz.
X

[0,T]xRe
Rappelons que ¢° est solution de (3.12) donc
—0ip" =V - (¢"0) = vAP* =V - (p"°) = V- (p"0) = V - (¢°(v° = v)).
Ainsi
/ a0’ =V - (v¢?) — vAY’] = / a.V - (@ (v° —v)) = / O (v° —v) - Vas.
[0,T)xR4 [0,T)|xR4 [0,T)xR4
On a successivement
slt.) = vlta) = [ [oltz =) = olt,2))os(o)dy
R4
1
= —/d/ Vo(t,z —ry) : (ps(y) ® y)drdy
R Jo

1 1.1
stt.) = olta)| < [ [ [Vettz = ry)losto)llvls 7 dydr
0 R
1

< [/ |p¢s(y)\|y!F/1 [/ yW(t,x—ry)\q’\pa(y)”y|dy1?dr
< | [ st Hy@ [ [vetes =i insy )Hy!dydr]/

os(t. ) = olt, )7 H!IpaHLle [ [ wetts =l st i
It = oy < / L wettia =it as] istotitanes

< |II IpaHL1 Nvu@Ig, ®)

105 =1 e, ey < WMl [ IV
Jvs — U||LP'(R+,L4'(R‘1)) < |||-|Pé||L1(Rd)||VU||LP (R4, L4 (R))*

Mais
osllss =6 [ ulloC2ldy = [ [=llo(2)ldz = 8114pl e

donc
lvs — v"LP’(R+,Lq’(Rd)) < 5”HpHLl(Rd)HVUHLP'(R_,_,L‘I'(]Rd))' (3.18)
On en déduit que vs 929 4 dans L (R4, L7 (R%)) et par suite, pour chaque &

50
‘ /[ . 905(05 —v)-Va.| < ||906||L00(R+de)HU6 - UHLP'(R+,LL1'(R‘1))||va8||Lp(R+,Lq(]R’i)) =50
0,7 x

car la famille (¢%); est bornée dans L= (R, x R?).
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Lorsqu’on tend § vers 0 dans (3.17), pour chaque € on a :

(ac(T), 1) D (Ra) D(RY) = / (s, z)C(s, x)dsdx. (3.19)

[0,T]xRd

D’apres le lemme 3.1.1, C° converge fortement dans L'(R,x) vers 0 donc

e—0,

’ / e D, 2)d502) < Nl |Cr i <5 0
0,7 x

Ainsi lorsqu’on tend a nouveau e vers 0 dans (3.19) et sachant que a.(T") converges fortement
vers a(T) dans L4(R?) donc au sens des distributions, on obtient

(a(T), o1)p/(re), DR = 0.

Comme on a cette égalité pour toute fonction test o7 on a que a(7) est une distribution nulle
ceci pour tout 7" donc a = 0. O

3.2 Théoréme de Serrin

3.2.1 Enoncé

Théoréme 3.2.1 (Serrin). Soit v = u(t,x) une solution de Laray des équations de Navier
Stokes

du+ V- (u®u)— Au = —Vp,
divu =0, (3.20)
u(0) = ug € L*(T?)

sur 10, T[xR®. Supposons qu’ils existent Ty > Ty > 0 et 2 < p < 00, 3 < ¢ < oo tels que

2 d
-+ —-—=1etuc Lp<]T1,T2[, Lq(TS))
p q

Alors u € C(Ty, To[xT?).

Dans le but de donner une nouvelle preuve du théoréme de Serrin, nous énongons un théoréme
analogue a celui 3.1.2.

Théoréme 3.2.2 (Théoréme d’existence). Soit d > 3 un entier. Soit v > 0 un paramétre

2 d
réel. Soit 2 < p < oo etd< q< oo desréels satisfaisant — 4+ — = 1. Soit v un champ de vecteur

de divergence nulle dans L*(Ry, H'(RY)). Soit w un chamyp de vecteur dans L*(Ry, H'(R%)) N
LP(Ry, LY(R7)).

Alors il existe une solution ¢ du probléme de Cauchy :

Op =V - (pv) —vAp = —"Vy - w, (3.21)
(0) = @y € D(RY),
satisfaisant, pour presque tout t > 0
()| 2= ey < 00 ()15 gy ds]. (3.22)

ot C est une constante qui dépend uniquement de d.
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Ce dernier théoréme nous conduit & un résultat d’unicité formulé dans le théoréme suivant.

Théoréme 3.2.3 (Théoréme d’unicité). Soit d > 3 un entier naturel. Soit v > 0 un para-

2 d
metre réel. Soit 2 < p < oo et d < q < oo des entiers satisfarsant — + — = 1. Soit v un champ
p q

de vecteur de divergence nulle appartenant a L* (R, HY(R%)). Soit w un champ de vecteur dans
LR, HY(RY)) N LP(R,, LY(RY)). Soit a € L*(Ry x R?). Supposons que a est solution du
probleme de Cauchy
oa+ V- (av) —vAa =V - (wa),
a(0) =0,
ot la condition initiale est au sens de C°(R,, D'(RY)).
Alors a est identiquement nulle sur R, x R,

3.2.2 Preuve du théoréme d’existence

Démonstration. 3.2.2

Régularisation et estimations

T
Soit p = p(x) un noyau régularisant et posons ps(x) = 5‘%(5). Soit ws = wxps et vs = V*ps.

Considérons le probléme de Cauchy :

(3.23)

O — V- (pv5) — vAp = ="V - w;,
¢(0) = o € D(RY).

On montre, grace aux méthodes de Friedrichs combinées avec les estimations du noyau de la
chaleur, que (3.23) admet une unique solution ° dans C(R.., LP(R%)) pour tout p > 2. De plus
©? est lisse en espace et toutes ses dérivées spatiales sont dans C(R,, LP(R?)). Nous passons a
Pestimations uniformes par rapport au parameétre de régularisation.

En multipliant par ° I'équation (3.23) satisfaite par ¢°, on a :

@0’ — "V - (9°vs) — VAR’ = =’ (V' - ws). (3.24)

Puisque V- v = 0 alors V - (v5) = V- (v ps) = (V-0) * ps = 0. Ainsi V - (¢0%vs) = vs - V¢ et
par suite

1
OV - (¢Pvs) = v5 - (°V¢') = U V',

1
Par ailleurs A|@°|2 = 2|V¢°|? + 20°Ag? donc @’ Ay’ = §A|g05|2 — |[V¢°|? et Iégalite (3.24)

devient
1 v
Ke'|* = vs - VIQ'[* = SAIR°[* + vV = =" (V' - wy). (3.25)

Notons ¢ = |©?|2. Soit r > 2et ¢ >0, on a :

K r— 1 ! T 1 T 1 T T
| Laeraier =2 [ Lot =1 [ 1e0r 1ol = 5 (16715 - leollm)-
0 JRrd T Jra Jo T JRrd r
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Rappelons que vs(s), ¢°(s) tendent vers zéro a l'infini ainsi que V°(s), ceci justifie les deux
lignes suivantes

r— 1 leU =0
/Ua.<|¢6| ZV|¢6|2>:—/ V(P) = /|¢| div o’
Rd T Rd

2

r=2 r—4 r—4
[0 E ﬂ_i/vw@2va®—4¥/¢@2meﬁ~iﬁw@4VMWmm
R4 Rd
(3.27)

r—2
N o P e P (3.29)

e

(3.26)

En multipliant (3.24) par [¢°|"~2 et en utilisant les relations (3.26),(3.27) et (3.28) on a

4

t r=2
e R T Y (2 e e P

1 r t T—
= ol e — / / G2 (VG wy). (3.29)
T 0 R4
Soit
t
0= [ [ 1T (96w
// PN T o (VP - )
Rd
1(t)] < / 1V 1681 % N oy | () | g s | o,
0
« ~ o 1 1 1 )
oll q est défini par §+——|—;:17 il est lié a p par :
q q
2 d 1 1
-2 = -2,

P q 2 q

12 -
Ainsi D'espace de Sobolev H' »(RY) s’injecte continument dans L(RY). Tl existe donc une

constante C' dépendant uniquement de p et d telle que [|(¥)4| ey < C||(¥¢ ) [
i P(]Rd)

2
Puisque que d > 3 et p > 2, alors 0 < 1 — — < 1, 'exposant de Sobolev 1 — 1% est dans un
p
intervalle [0, 1] auquel n’appartient pas la valeur % autour de laquelle la constante C' s’explose.

Pour une dimension d fixée, C' ne dépend uniquement que de p.
Par ailleurs

e (Rd) L*(RY), HY(RY)

2
1—-=
(=71
donc
2 r 2

r r 2 ro1-= - r o 1-=
IO 5 < I VGO E = 1617 [V B
r r—4
Mais V(y@)1 = %(w(‘s))TVW‘S) donc

T T r—4
IV ()| paray = ZHW((S)) T VY| f2ay
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et
2

r - r r—4 =
16) s < Iy ()T T8 i

On a ensuite

r

2
t r—2 z —4 175
HO1<C [ 19161 Lol B (G106 T V00 ) Dl
0

N 1 1 . .
Soit p tel que 5 + — + = =1, d’apreés I'inégalité des Young, pour tous réels a, b et ¢
p p

al> |bP|elP
labe| < u + u + u
2 p o p
En particulier, pour

a = V|V’ | HL2 (R4);

2
) T
= —H( ) 4 VY r2(ra ;

=_1 z
[ [ e e

L’inégalité de Young devient

51 5 T=2 .- r r—4 =
ClIVE 1Ll 2 [ r2way [0°1] L ay — ()T V| 12 (may |ws|| La(ray

4
ST =)o
e e A e e et L L [
1 11 2 2 L
Puisque 3 +-+==1 alors - =1-=1lep(l—=2)=2 On en déduit donc que
p p
r—2 _4 cr [t s,
(1) / IV 101 eyt e / ey e o
0

La relation (3.29) devient :

4

t r—2
e + 052 / 16O T V|| 2z + / VIV 1| T ||y
0

1 V K r—2

< lollirmn + 5 / 1961 2 2
7‘21/ t
+@ OH(l/J T V¢ N2 ma +

l.e

Lo sy 1 r v [* 5 85155212
;HSO HLT(Rd)+ < ;HSDOHLT(Rd) D) ; [Ve®le°| 2 HL2(Rd

v, r? t r—4
2=+ 2) [N T IO+ o [ 1l
0
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A ce niveau on voit qu’on ne peut pas avoir la relation

1 S| 1 r cr ' S| P
;HSD HLT(Rd) < ;HSOOHLT(]Rd) + o1 g I ||LT(Rd)||w5||Lq(]Rd) (3.30)

que 'auteur a utilisé par la suite.
Mais on continue I'exposé, et on espére corriger 1'erreur ou contourner la difficulté.
Par le lemme de Gronwall, (3.30) donne

r cr ! S| P
Lr(Rd) €XP pr1 /0 e |L7'(Rd)”w5||Lq(Rd):| (3.31)

Enfin lorsqu’on tend r vers l'infini et puisque ||ws|| pore) < [|w]| poray , o0 a :

Cr ! S| P
i 1€° 17 ey w20 oy (3.32)

prPt

16117 ey < llool

165 Ol gty < ool ey exp [

Convergences

De la relation (3.32),et sachant que w € LP(R.,L(R%)), on a que la famille (¢%); est
bornée dans L>®(R, x R?). On peut en extraire une sous-suite convergeant faiblement x dans
L>*(R, x R%) vers une fonction ¢.

Grace au lemme de Fatou, la relation (3.32) devient

cr o[t s
Jo(t) ooy < llpoll o qae exp [p / 1 gy 012 g |

D’autres part, puisque vs ,ws € L*(R,, H'(R?)), alors
vs ,ws — fortement dans L3 (R, H(R?)).

Lorsqu’on tend § vers 0 dans I’équation (3.23), on obtient que ¢ est solution de (3.21) au sens
des distributions. Ce qui achéve la preuve. O

3.2.3 Preuve du théoréme d’unicité

Démonstration. 3.2.2

Préliminaires
Soit p = p(x) un noyau régularisant et posons p.(x) = e_dp(g). Soit a. = a * p. on a :
Oa: + 'V - (av) — vAa. = p. * (ya — vAa) + V - (a.v)
=V (a:v) — p. * V- (av) + p: * V - (wa)
=0 (Vpexa) — pex (v-Va) + pe % V - (wa) — V - (wa) + V - (way),

or

pa*w-m(a:):/ (v Va) () pe (= — ) dy

R4

= [ V-(v-a)(y)p(x—y)dy

R4

- [0 ) (Tl =) )y

:Ad(v-a)(y)Vps(x—y)dy
= ((v-a)*Vpe) (2)

29 Un résultat d’unicité pour les équations de transport et conservation avec diffusion



3.2. Théoréme de Serrin Chapitre 3. Champ vectoriel

donc
v-Va. —p.*(v-Va)=v-V(p:xa) — Vp. * (va) = C*

oll C¢ est définit dans le lemme 3.1.1
Ainsi
Oae + V- (a:v) — vAa. = V (wa.) + C° + D°

avec
Df =p.x V- (wa) =V - (wa.) = pe * (w-Va)+ p. * (aV - w) —w-Va. —a.V - w = D + D5,

D =p. % (w-Va)—w-Va. et D =p.* (aV-w) —a.V - w.
Di(s,) = pe * (a()V - w(s))(@) - a.(s,2)V - w(s, 2)
= /Rd p=(y)(a(s,z —y)V - w(s,z —y))dy — /Rd pe(y)(a(s,z —y)V - w(s,z))dy
_ / pe@lals.z = y)V - [w(s,x —y) —w(s2)]dy
- /Rd Vo-(y)a(s,z —y) - [w(s,z —y) — w(s,z)|dy
+ [ ¥ - alssz =) ols,a =) = (s, 2)ldy

Or par définition,

D5 (s,2) = e () - a(s)(@) — (w(s) - 7 a.(5))(2)
= [ -t =)V - as,0 = 9) = (wls. ) 007 -l — 1))y

B /Rd[ps(y)v cas,x = y)[w(s,x —y) — w(s, x)ldy

Alors,
D¥(s,2) = 2 / eV - alz — w)luwls, 2 — y) — w(s, 2)]dy
/ Voy)alz —y) - w(s,z — y) — w(s, 2)dy

=201 | Veyla(z =) - [wls,z —y) = wis,z)]dy.

Di(s.) = [ 0.)V-ale = )fu(s.z —y) = w(s.a)dy

== [ oV - ale = gtz — y) — ws,a)ldy

€d R4

Par le changement de variable y = ¢z, on a :

Di(s,z) = /Rd p(2)V -a(x —ez)[w(s,x —ez) —w(s,z)|dz.

30 Un résultat d’unicité pour les équations de transport et conservation avec diffusion



3.2. Théoréme de Serrin Chapitre 3. Champ vectoriel

et par la formule de Taylor on a :

w(s,x —ez) —w(s,x) = /0 Vuw(s,x —rez) - (—ez)dr.

1
Di(s,x) = —5/ / Va(z —ez) - Vw(s,x —rez) - (p(2) ® z)dzdr
Rre Jo
1
D5 (s, )| <g/ / Va(s, 7 — e2)[|Vu(s, @ — re2)||p(2)||2|d=dr
0 JRrd
1
/ \D‘i(s,x)]dxée/ / lp(2)]]] [/ |Va(s, v —e2)||Vw(s,z — rez)|dz| drdz
Ré 0 JRrd Rd

1
s / /RJW)”Z‘“WS)meHVw<s>uLz<Rd>dz

< el Vals)ll 2@ IV (s)l o@a ol 2 ey
< el ol IVals)l| L@l Vw(s) || 2 @e)-

Ainsi,
||D§||L1(R+xmd) < 5”Hp”Ll(Rd)||a||L2(R+,H1(IR{d))Hw||L2(R+,H1(Rd))7
donc,
1 D5l 2 (. e =% 0.
En posant
Dits.) = [ als.o = g){w(s,a =) = w(s.a)]- Vo)
on a
c 1 y
Di(s.2) = i [ alsa = lts.o =) = w(s,)] - Vo Dy
1

== /]Rd a(s,x—ey)[w(s,r—ey)—w(s,z)]-Vp(y)dy = /0 /Rd a(s, r—ey)Vw(s; x—ery) : (Vp(y)Qy)dy.

En conséquence

0
’lDE”Ll(R+XRd) i) O

Notons que méme sans aucune régularité en temps a. € L% (R, C®(RY)) et dya. € L (R, C®(R?))

ce qui suffit a rendre rigoureux les calculs a venir. Considérons le probléme de Cauchy

(3.33)

—0ip = V - (pus) — vAp = ="V - w,
©(0) = ¢y € D(RY).

Cette équation admet une unique solution ¢? appartenant a C([0, T, W™?(R4))NC*(()0, T), W™~2)
pour tous m,p = 1.
On sait que
Oa: + 'V - (av) — vAa. =V - (wa.) + C° + D7,

donc

©0a. + P’V - (av) — v’ Aa. = @V - (wa.) + ¢° (C° + D). (3.34)
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T T
a(0)=0
| [ ¢ 00t m)dsin " a0 pohpim o — [ [ als.0)one(s,)dsds
0 R 0 R
(3.35)

Rappelons que vs(s), ¢°(s) tendent vers zéro & l'infini ainsi que V°(s), ceci justifie les deux
lignes suivantes

/Rd V- (a0)@ (s, x)dsdr = — /]Rd a.(s,x)v(s, )V (s, 2)dr, (3.36)
g Aa.p (s, x)dx = /]Rd a.(s, ) AP (s, x)dx. (3.37)

En intégrant (3.34)sur [0,7] x R, et en utilisant les relations (3.35), (3.36) et (3.37), on
obtient

T
(as(T), vo)pr(rd),D(RA) :/ / (s, 2)(C° + D) (s, z)dsdx
Rd

/ /Rd a.(s,2) (9,0 (5, 2)+v(s, 2) Vi (s, 2)+v AL’ (s, 7)) dxds+/ / ,2)V-(wae(s, z))dsdz.

(3.38)
Toujours a cause du comportement de ¢°(s), w(s) et a.(s) a l'infini, on a :
/ OO (s,2)V - (w(s, z)ac(s,x))dsdr = — [ V¢ (s, 2)w(s, z)a(s, z)dz. (3.39)
R4 Rd
D’autre part, V - v = 0 donc
V(97 (s, 2)u(s, ) = V' (s,2)v(s, 2). (3.40)
Ainsi (3.39) et (3.40) dans (3.38) donne
T
<as(T)7900>D/(Rd),D(Rd) :/ / go‘;(s,x)(OejLDs)(s,x)dsdx
0o Jrd
T
+/ / a-(s,z) [0p0°(5,2) + V - (¢° (s, )v(s,2)) + vAQ’ (s, 2) =" V' (s, x)w(s, x)] dsdz.
0o Jra
(3.41)

Convergences

Du lemme 3.1.1, on sait que C¢ € L*(R, x R?) pour chaque ¢ ainsi que D?. La famille (¢©°)s
est bornée dans L>®(R, x R?) et donc y converge faiblementx vers un élément ¢ solution au
sens des distributions du probléme de Cauchy (3.33). Ainsi

[ [ etsane+ psagisas = [ st + 09 s,

D’autre part on sait d’aprés la définition de ¢? que

—(9t<p5 - V- (gp%g) — VAQO5 +1 Vg&‘s = —tho‘s wg.
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Ainsi
- atgo(s - V- (9050) — yAc,o‘S +1 Vgo‘s w=V- (QO(SU(;) - V- (cp%) +! th(s - Vg05 CwWs =
V- (% (vs — v)) + V© - (w — ws).
On en déduit que
A= _/ GE(S,.CE) [075(106(37;17) +V- (905(57 .Z') ® U(Sa Z’)) + VASO6<57$) — Vgpg(s’ l‘)U)(S,.ﬁL’)] dx
Rd
= / a.(s,x) [V . (QO(;(U(; —v)) + Vo - (w — w(;)] dx
Rd
IPP 5 )
= —/ @’ (vs —v)(s,x) - Vag(s, x)dsdx — V- (as(s,z))(w — ws)(s, )’ (s, r)dx
]Rd

Rd

= — /]Rd (905(1)5 —v)(s,x) - Va(s,z)dz) + /Rd V- (ac(s, z)(w — wa)(S,x))goé(s,x)dx

_ /R A (s,2) (05 — 0)(5, 2 - Vau(s, 7)) + V - (a2) (s, 2) (w(s, z) — ws(s, )] da.

Montrons maintenant que [[vs — v|| 2w, xray < || V|| 2w, xray ||| 0l 22 (1)

Par définition vs = ps * v donc vs(x) = / ps(y)v(z —y)dy
Rd

(o) = v(e) = [ ps(w)lote = o) = v(o)ldy
51 | rB)lete =) — ooy
(o) = v(o) = [ o)l 89) = ol
= — 5/Rd /01 p(y)Vu(z — rdy) : ydrdy
o) = o) <0 [ [ 10090t~ rin) i

<0 / / Iyllew)1? Vot — ray)lylle(y) | 2dydr

<[] d|y||p<y>|dy]% [ bl ot~ vy L

1 1 2
<Ol [ | [ lolIVete = ronPay|” ar

[y
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1 2
1 2
osa) = o) < PlHollss | [ | [ Wllo)liTota = ronPas]
1
< FHolw [ WlowIVote =iy Py

1

osa) — v(a) o < Pllollages [ [ | [ 1906 = ron)Pas] ot lagar

Rd 0 Rd Rd

1
<Fl-loloey [ [ oIV dvdr
< 52”"’pHLl(Rd)HVU(S)H%Q(Rd)'

On conclu donc que

|vs — UHL?(R+de) < 5“\'\PHLl(Rd)HVUHL2(R+de)-

En conséquence
T
[ #0105 = 0062 Taulo,2)| < el = ool Ve e
0o Jr
et donc pour chaque € > 0

‘ /oT /Rd P (5,2)(v5 — v)(5,2 - Vau(s, )| =% 0.

Montrons maintenant que ||V - ((w — ws)ac)| 1 (g, xra) 920 .

V- ((ws — w)a.) = (ws —w) - Vas + a.V - (ws — w). Donc

||V-((U}5—’UJ)CL5HLl(R+ xRd) < Hw(s_w‘|L2(R+><Rd) HVCLEHL2(R+XRd)+||aEHLOO(R+XRd) ||V.(w5—w)HL1(R+XRd).

(Vu, =V ) = [ 0,0) [Vl =) = Vu(o)] dy
=31 | p(55) [Vu(e —y) = Vu()] dy
— /Rd p(y) [Vw(z — oy) — Vw(z)] dy

Vw5 =)o) < [ o)l |9 - ) = Tulollp)l?| o

Mol | [ [0t =60 = Vot
Vs = w)@)F <lpllsges [ [Vl = 6) = Vale)Flp(w)lds
[ V(s — w)@)Pde <ol [ o) [ 9wt =) - Tul)Pdady

<ol [ IV = by) = Vol sgody

34 Un résultat d’unicité pour les équations de transport et conservation avec diffusion



3.2. Théoréme de Serrin Chapitre 3. Champ vectoriel

IV (ws = w) |2y < llpllrea) /Rd!p(y)lHVw(- — 0y) = V|12 gady
+00
IV (ws — w)HiQ(R‘*XRd) < ||P||L1(Rd)/0 /Rd|P(y)|||Vw(' — 0y) — VwH%Z(Rd)d?JdS

< ||P||L1(Rd) /| P Vw(- —dy) — VwH%Q(RJr,L?(]Rd))dy
yl<1
< ||PH%1(R¢) sup [[Vw(- —h) — VwH%Q(RJr,L?(Rd))’
h,|h|<68

et par suite

50
IV (ws — w)| 2+ xray — 0.

En conséquence

‘/ /Rd $,0)V - ((w — ws) (s, 7)) @ ac(s, v)dwds

<P zoe et wret) | V- (w0 = w5) || 2 et ey lac (52) || L2 xmay = 0.

Pour chaque € > 0, on a :

/ / (vs — v) Vas S, dxds—i—/ / (s,2)V - (w — w(;)) (s,x)ac(s,z)dxds 920,
R4 R4

La relation (3.41)

(@) o0 yormn) = | [ 905,04 D) s, (3.2

On a montré que

50 50
1O || 1t &+ ey — 0 et || D[ 1t xay — 0.

Ainsi en faisant tendre € vers 0 dans la relation précédente et du fait que

6—0
Ja=(T) = (Tl ey =% 0
on obtient (a(7'),po) = 0. Ceci pour toute fonction test, alors a(7") est nulle au sens des
distributions et par conséquent a est nulle au sens des distributions sur RT x R O

3.2.4 Preuve du théoréme de Serrin

Démonstration. 3.2.1

Soit Q:=V Auet Qy:=V Aug
En prenant le rotationnel de I’équation (3.20) on obtient :
0Q+V- - (Q®u)—AQ=V" (u® Q)
Q(0) = Qg
Soit x = x(t) € C(Ry) telle que suppyx C|T1, T, ¢ = p(t) € C°(R4) une autre fonction telle
que suppy C {¢ = 1}. Désignons par ' = xQ et ' = pu, on a :
DY+ V- (V@ u) — A = XD + QIpx + VY - (Q® 1) — YAQ
= x(0:2 = AQ) + xV - (2@ u) + Q0 x
=x(V-(u®@Q) -V -(Q®u)+xV- - (Q®u)+Q0x
= xpV - (Q®u) + Qd;x car suppx C {¢ = 1}.
=V (Y eu)+ Qox.

(3.43)
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Par ailleurs suppyx C|71,Tz[, alors x(0) = 0 et donc €'(0) = 0. On conclut alors que ' est
solution du

{atQ/+v.(Q’@u)—AQ’:V.(Q’®U’)+Q€)tx, (3.44)

Q'(0) = 0.

Nous allons construire une solution Q" dans L=(R., L*(T*)) N L*(R,, H'(T?)) du probléme de
Cauchy

(3.45)

0 + V- (V' @u) - AQ =V - (v @ Q)+ Qdx,
(0) = 0.

Soit § > 0 et ug, uj et 25 des régularisations respectives en espace de u, u’ et
Grace aux méthodes de Friedrichs combinées avec les estimations du noyau de la chaleur,
on montre que le probléme de Cauchy

{atﬂ" FV (Y ®@us) — AQ =V - (1 @ Q") + 0y, (3.46)

'(0) =0,

admet une unique solution 2§ dans C(Ry, LP(T?)) pour tout p > 2. De plus Qf est lisse en
espace et toutes ses dérivées sont dans C(R,, LP(T?)). En particulier f et ses dérivées d’ordre
au plus deux s’annule a l'infini. On sait par ailleurs que us(s) s’annule a I'infini, ceci justifie les
intégrations par parties suivantes.

! 1 ! 1
| [ it s0w.s)deds =5 [ [ 10 Pduds = S50 gy, (347
o Jr3 2 Jrs Jo 2

// Qf (z, s)AQS (x, s) / VY (z,s)  VQ(z,s) /||VQ" HLQ 3)ds, (3.48)
T3 T3

t 1 t
//ng. " % ug) = / Vo g®u5:—-//vmg|2u5 //ymv g = 0
0 T3 T3 2 0 T3

(3.49)

car divug = divu = 0.
En Multipliant par Qf I'équation (3.46) satisfaite par Qf et en utilisant (3.47), (3.48) et
(3.49), on obtient

S o + / [V (3)1133 oy s = / [ oo+ 0. (350

Il reste a estimer le second membre de (3.50).

1
/ JEA TR / [ vy 0 < [ IV a5 e 194
(3.51)

3 2 . .
Remarquons que — + — = 1 donc par interpolation, on a :
qa p

3 2

1951 5 < 115 oy 125 1122 s
H9(T3)
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i.e

3 2
151 3 < IV L9y 1611 72 sy
19(T3)
~ 1 1 1 .
Soit ¢ tel que -+ —+ = =1, i.e
2 q¢ ¢
1 1 1
q 2 q
3

Cette derniére relation nous assure l'injection H4(T?) < LI(T?). Il existe donc une constante
C qui dépend uniquement de la dimension d telle que

3 2
1965 () 2acrsy < N1 3 < IV Loy 125 1| Fo -
F9(T3)

Alors (3.51) devient

L3 2
/ /Q N e < / 197255l ) sy N2 o

Ona: 2 2 3 3
—=2--=2-(1-=)=1+-.
p p p p
En appliquant I'inégalité de Young
4 blp
lab| < | + Lol
p
avec
3 ~ 2

~ + C
a = al| VS5 ()]l p2(rs) et b= =Ilug(s)ll o) 151 2 rs)
oll a est & préciser plus tard, on obtient

" 3 " % ’dp’ " P+ ]%) ép 1”112
V€25 (s )HLz s () zaqrs) 1925 11 22 psy < ?HVQ 5(s )HLz T9) +]ﬁHu5( M Za(r) 125 1 2273y

/

~ ~ C
Prenons a tel que a? = v et posons C' = 2— En remarquant que p’ =
2 pap p+3

, on voit que C'

dépend uniquement de p et on a :

2

3
1 C
2% (5) o 15 () sy 1251 oy < IV N By + 5 I 19 By (3:52)

D’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz puis celle de Young on a :
t t 1 t

| [ 505000 < [ 1951w 196ll2aiond < 5 [ 19515
o Jr3 0 0

1 ! 2 2 1 ! " 2 1 2 ! 2
g [ 1) e 0™ < 5 [ 1926 (8)[z2ae) + S 10X N T ey [ 1€25(8)[22(m)-
0 0 0
On conclut que

t 1 t 1 t
[ oo oo+ 200| < 5 [ 190wty [ (14 Clb ) 19560 e
0 JT3 0 0

1 t
+ 10 [ 195(6) By
0
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Par suite la relation (3.50) devient

t t
IIQ%'(t)Hiz(wfr/o IV ()| 22zeyds < /0 (L+C[lus ()10 rs) 125 () |22 oy ds 10X oo ) 125 () 122 sy
Puisque uj et 25 sont des régularisations respectives en espace de v’ et €2, alors

() | zacrsy < 11w/ (5)l|zaces) et [1Qs(5)l[Z2¢zs) < IS Z2(rs)-

Ainsi
t t

||Qg’(t)|\iQ(T3)+/ \IVQ§(8)||%2<T3)dS</(1+CIIU( ) 0o 1925 |72 ms) A5+ 0ex 17 0 ey R T2
0 0

qu’on peut réécrire comime suit :

t t s
IOt | IV s < [ QHCI O Eagr) (1960 + [ IV o
10w N e

D’aprés le théoréme de Gronwall, on obtient :

t
I | IV s < 1001 1920,y 50 (4.€ [ 100 s )

Par hypothése v € LP(|Ty, Ty[, LY(T?)) et donc v’ € LP(R,,L%(T?)), ce qui permet d’avoir,
d’aprés la relation précédente,

Slzslp||Qg||Loo(R+’L2(T3)) < o0 et Sl;p||VQg||L2(R+,L2(T3)) < OQ.

Il existe donc une sous-famille qui converge faiblement dans L2(R., H'(T3)) et qui converge
faiblement * dans L>®(R,, L*(T?)) vers un élément Q. 1l reste & montrer que la limite faible
Q] est solution de (3.45) au sens des distribution.

Il est évident que ©7(0) = 0.

Soit ¢ € D(R, x T?) on a successivement ;

/ w . / / QH@tw / / Q”@ﬂ/) ath/
Ry T3 R4 T3 R4 T3
/ / AQ — / [osav =t [ [ av— [ ao,
R, JT3 R, JT3 R, JT3 R, JT3

Montrons que V - (Qf ® us) = V- (Q” @ u) dans L*(R, L'(T?)).
Puisque divu = divus = 0, alors V- (2 @us) =Qf - Vus et V- (Q @u) = Qf - Vu et donc

V- (Q@us) = V- (" ®@u)=Qf - Vus — Qf - Vu = Qf - V(us — u) + (2§ — Q) - V.
Pour tout ¢ € D(Ry x T?) |

/HhAg(ﬂg.Vu)z/z:/&/TgQg.(zpvu)ﬂ/ﬂh/wgﬂ.ww):/&/TB(QH_WW

Par ailleurs, u est supposé étre solution de Laray des équations de Navier-Stokes, donc u €
L*(T1, T[, H'(T?)) et donc us et uj convergent fortement vers u et u' respectivement dans
L*(R,, H'(T?)). Ce qui permet d’avoir

6—0
||Qg . V(U§ — u)||L2(R+,L1(T3)) g ||Qg||L°°(R+,L2(T3))||V(u5 — u)||L2(R+XL2(T3)) ;> O
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On conclut que V - () @ us) = V- (" ® u) dans L*(R,, L'(T?)). On montre de la méme
maniére que V - (Qf @ uf) —= V- (" @ u') dans L*(R,, L*(T?)). De ce qui précede, Qf est
solution de (3.45).

Maintenant soit Q := Q' — Q. Puisque ” est solution de (3.45) et Q' vérifie (3.44) alors
est solution du probléme

00+V-(Qou) -AQ=V- (U ®Q),
Q(0) = 0.

Rappelons que u et u’ sont dans L?(R,, H'(T?)), par hypothése v’ € LP(R,,L(T?)). Par
ailleurs Q" € L*(R,, H(T?)) N L>=(R,, L*(T?)) et du fait que  est la solution de Laray des

équations de Navier Stokes entrainent que 2 € L?(R, x T%). En appliquant le théoréme 3.2.3
on déduit que = 0 ce qui implique que ' = Q" € L*(R,, H(T?)) N L=(R, L*(T?)), donc

Qe LY (T, T, LA(T%) N L2 (Th, To], H'(T?))

loc loc

et puisque 2 = V Awu alors
u € LOI?)(:GTD T2[7 H1<T3>> N L120c(]T17 T2[> HQ(T?’))'

On va procéder a un raisonnement par récurrence pour améliorer la régularité de €2 et de w.
Nous avons besoin de montrer que, pour tout s € N,

Qe L% (|Ty, Tol, HS(T3)) N L2, (T3, Ts|, H*+(T3))

loc loc
ce qui équivaut a

ue L (T, Tol, H¥H(T?)) N L2

loc loc

(T, Tof, H7(T?)).

Le cas s = 0 est celui qu’on a démontré.
Pour passer de s pour s + 1. On dérive (3.44) par rapport a ’espace et on remarque que
O°TIQY vérifie
OO TV + V- (u® 0°TIQ) — AT = V(05T QY @ ') + (l.o.t en Q),
o*HQ(0) =0
ol l.o.t désignent les termes de dégrées inférieur.
Suivant les mémes lignes que celles précédentes on montre que le probléme de Cauchy

HY +V-(uxQ) - A =V(Q" @u)+ (lo.t en ),
O (0) =0

admet une solution Q" € L*(Ry, HY(T?)) N L2 (R, L*(T?)).
On pose a nouveau 2 = Q” — 9°1Q puis faire appel au théoréme 3.2.3 qui nous permettra
d’obtenir **1QY € L> (R, L*(T3)) N L? (R+, o' (T3)> et donc
Q€ L (1T Tof, H(T?) 0 LA (1T, Tol, H(T?))

loc
e ‘ '
w € LY(Ty, Tol, HP2(T?)) N L2 (|17, To[, HST3(T?)).

loc

En conclusion, Vs € N

u € LY (IT1, Tel, H*H(T®)) N L (|10, Tof, HP2(TP)).

loc

Les dérivées temporelles peuvent maintenant étre gérées par un argument de récurrence simi-
laire. L]
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3.3 Equations d’Euler sur le tore 2D

Théoréme 3.3.1. Soit d > 3 un entier. Soit v et T deuzx entiers strictement positif. Soit u
une solution forte des équations de Navier Stokes

Ou+V - (u®u)—vAu= —Vp,
V-u=0

sur 10, T[ x R, Alors, il existe une constante C' dépendant uniquement de d tel que pour tout

2 d
O<t<Tetpourtout2§p<oo,d<q§oosatzsfazsant——i———l on ait,

5]

Démonstration. Soit u une solution forte des équations de Navier Stokes

1 1wty < 2O 11 ey exp [

{%uzjo(u ®u) — vAu = —Vp, (3.53)
En posant 2 = V A u, on obtient
0Q+V- - (Qu) —vAQ=V- - (u®Q).
Soit p € C°(R?) et Ve > 0 on pose
Pe = &fdp(;), Q. = Qx*p. et u. = u* p,.
Pour tout 0 > 0, et pour tous réels 0 < s <t < T, probléme de Cauchy
{awv. (p®us) — VAP =V - (us ® 0) (354)
p(t) = o € D (RY)

admet une unique solution ¢° dans C([s,t], LP(R?)). De plus pour tout 7 € [s,t], ©°(7) et
Vo (1) s’annule & l'infini.
En multipliant par €. I'équation (3.54) satisfaite par ¢°, on a :

Q000" + Q.Y - (¢° @ us) — VAP’ = QY - (us ® ) + Q. (C° + DF).

Comme dans la preuve du théoréme (3.1.1), on montre qu’en intégrant cette derniére relation
et en faisant tendre 0 puis € vers 0, on obtient :

(Qs(t), 800>L1(Rd),Loo(Rd) = (Qs(s), p(t — 3)>L1(Rd),Loo(Rd)-
ol ¢ est solution du probléme de Cauchy
O+ V. (p@us) —vAp =V - (us @ @),
p(t) = o
et satisfaisant la relation (3.22).
Ainsi

‘(Qé( ) ¢0>L1(Rd) Lo (R9) } 1€2(s )HLl R4) lp(t — s)|| Lo (R4)
< 10 hulmge 50 [-E [l ]
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En prenant le supremum sur les g on a :

L L P A

Puis lorsqu’on tend s — 0, on obtient

] .

Théoréme 3.3.2. Soit T un réel strictement positif. Soit u une solution faible de ’équation
d’Euler sur [0, T] x T?

1 sy < 19200 11 gy e [

Ou+V-(u®u)=-Vp
V-u=0
u(0) =0

et supposons que w =V Au € L*([0,T] x T?).
Alors u =0 sur [0,T] x T2.

Démonstration. Soit u une solution faible des équations de Navier Stokes.

{Otu+v-(u®u)—uAu——Vp (3.55)

V-u=0.
[’équation des tourbillons associée a (3.55) est

Ow + V- (uw) = 0,
divu = 0,
w(0) =0.

L’hypothése sur w implique que u € LR, H'(T?)). En appliquant le théoréme 3.1.1, avec
g=q¢ =p=p =2etv=0,0naw=0 et par suite u = 0 Ce qui achéve la preuve.
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CHAPITRE 4

CONCLUSION

Dans les articles, | |et| |, Guillaume Levy a montré que les équations de transport
ont une propriété d’unicité, méme en présence de viscosité et de coefficient peu régulier dans une
classe de fonction peu réguliéres. Cette propriété d’unicité lui a permis de donner une nouvelle
preuve au célébre théoréeme de Serrin. Il a aussi montré que la solution nulle des équations
d’Euler sur le tore de dimension 2 est unique. Mieux ce théoréme tient lorsqu’on remplace le
tore par tout I'espace. Sa preuve repose sur le principe du maximum pour I’équation adjointe
et la méthode de dualité.
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CHAPITRE b

PERSPECTIVES

Il faut noter que Guillaume Levy n’a pas complétement étendu le théoréme originel de
Diperna-Lions, car il n’a pas prouvé 'existence de solutions dans les classes d’unicité. Il serait
donc intéressant d’essayer de montrer que la solution existe dans la classe d’unicité.

D’autre part, 'argument avancé par I'auteur ne permet pas d’obtenir ’estimation dans le
théoréme 3.2.2, on peut essayer de voir comment corriger ’erreur ou comment la contourner.
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ANNEXE A

ANNEXE

A.1 Existence de solution

Considérons le probléme de Cauchy

{atso—v(w)—Aso:o, (A1)
(0) = o, '

ot v est un champ de vecteur de divergence nulle , v € W™>®(R?) et o, € W™P(R?),

Dans cette section, nous allons montrer que (A.1) admet une unique solution dans W™?(R?).
Pour ce faire, ils auront & montrer quelques résultats pour pouvoir appliquer le théoréme de
point fixe de Banach.

Lemme A.1.1. Pour tout ¢ € C(R,, W™P(R?)), I’équation
Ou — Au = div(vy),
u(0) = o,

admet une unique solution dans C(R,, W™P(R?)).

(A.2)

Démonstration. 11 s’agit d’une équation de la chaleur avec second membre. La condition initiale
©o € W™P(R?). Le corollaire 2.1.4 et le Théoréme 2.1.11 de | |, nous assure en particulier
que si f € C(Ry, W™P(RY)) et ug € C(R,, W™P(R?)) alors il existe une unique solution dans
C(R,, W™P(R%)) du probléme de Cauchy

ou — Au = f,
u(0) = up.

Dans notre cas, ¢ € C(R,, W™P(R?)) et v € C(R, W™>(R?)) donc a priori div(vy) n’ap-
partient pas a C(R, W™P(R?)). L’inégalité 2.1.33 de la méme référence donne en particulier
que

t
[[w(t)[lwmr ey < ||u0||WmvP(]Rd)+/ 1f () lwrm.v ey ds.
0

Donc I'hypothése v € C(Ry, W™>=(R%)), nous assure Uexistence de u € C(R,, W™P(R?)) solu-
tion de (A.2) et donnée par la formule de Duhamel,

u(t) =T (t)po + /0 T (t — s)div(ve)(s)ds,

ot (T (t))=0 est le semi-groupe de la chaleur. O
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A.1. Existence de solution Annexe A. Annexe

Pour tout ¢ € C(R,, W™P(R%)) soit ®(¢) 'unique solution donnée par A.1.1. On définit
ainsi une application ®: o € C(R,, W™P(R?)) — ®(p) € C(R, W™P(R?)) telle que ®(p) soit
I'unique solution de (A.2).

Lemme A.1.2. Il existe une constante C > 0 dépendant de ||v||yym.pmay telle que

1
Vo € W™P(RT), Vt>0, [IT(t)div(ve)llwme@ey < O 2]|@llwmsma).

Démonstration. D’une part, Vo € LP(R?), Vt >0, on a :

T(t) div(vy) = Gy x div(vep) = Gy * 28 Vi) = Z Gy * 0 (vjp) = 28 Gy * (v)
= VG, * (vp)
ot Gy désigne le noyau de la chaleur. Ainsi donc
|7 (t) diV(U%O)HLP(RN) = ||[VG, * (U<P)||Lr(Rd) < ||VGt||L1(RN)HUSOHLP(Rd)
< HVGtHLl(RN)HUHLOO(RxRN)HSOHLP(Rd)-

D’autre part,

N N

Amt)” 2 J2I? Amt)” 2 2

VG|l 11 mry = L/ |zle” 4t dx = L/ re”atrN drdog

(RY)
2t RN Qt R+XS

N
) 2

:—US(S)/ rNe~ T dr.
R4

En faisant le changement 2u+/t = 7, on obtient

4t 2
VG 1z) = <7T) BT Vi) ag(s) [ e
R

En posant
_N N a2
C =72 |v| g, xrM)0s(S) re " dr,

]RN
on obtient

1
I7(6) div (o) | oggsy < O 2 |l oy (A3)
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A.1. Existence de solution Annexe A. Annexe

Maintenant soit p € W™P(R%), on a :

1TV - )l = Y N0 (TOV - (o)l

a,|al<m
= Y G V- (0% ()l o
a,|al<m
= Y GV Yl |
a,|al<m B,18I<]al Lp
< Y Y GGV (),
aylal<m B,|8I<]a
A.3

< Z Z \/— ’85 ”Lp

Ia\<m5 18I<]a]

7lsup0 o> 9%l

oIS aJal<m 6,J8l<al
< Ct—ﬁHSOHWWP(Rd)
Ce qui achéve la preuve du lemme. O

Lemme A.1.3. 1] eziste une fonction g : [0,00) — [0,00) croissante et une constante K > 0
telles que la condition

Vt Z 0, H(,D(t)”wm,p(]Rd) S HSO(]HW"L,I)(Rd)Kg(t) (A4)
pour ¢ entraine de méme pour ®(p).

Démonstration. Vo € C(R,, W™P(R?)) tel que (A.4) ait lieu, on a :

t
1D(2) ) lwrmr@ay < T (E)eollwmr@ay + [ (T (E = 5)div(ve)|lwmsgads
0

! KQ(S)
< (,0 Wm,p ]_ O —d .
H OH (R ( 0o Vt—s S)

Pour que ®(u) satisfasse (A.4), il suffit donc que

1+c/ \/TS < Kg(b).

Cherchons a > 0 et K > 0 pour que g(t ¢ convienne. On a :

704(15 s) 1 at e—s 1 00 ,—s

/m“ Vit S G, BT

u? u? ™
=4\/— e 2du=— [ e 2du=4/—.
\/;/0 \/ZQ/R o

t
g(s) \/?
1+CK —ds <1+ CKy/—g(t
+ /OT—SS + ag()

1 3
On peut choisir K = 5 L et a grand pour que K > 3 Puisque ¢(t) > 1 alors
T

Ainsi

On peut également choisir o = 47C? et K > 2. Dans ce cas « dépend implicitement de v.
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A.1. Existence de solution Annexe A. Annexe

Lemme A.1.4. [l existe une fonction h: [0,00) — [0,00) et k € [0,1) tels que, si u et w
vérifient (A.4) alors

20 ) Ol SHE) = 0 [000) ~ ) Olhumeren <O

Démonstration. Yu, w € C(R,, W™P(R?)), on a :

1
Vi—s

Soit # > 0. Comme dans la preuve du lemme A.1.3, on a :

t Bs
7515 € N
(& ——ds < —-.
/0 Vt—s \/;

t h(S) B s t eﬁs
0/0 mds_ch(t)e A /0 mds < Ch(t)

h(s)
t—s

ds.

1 (w)(t) = B(w)(®)llwmr e < C/O [u(s) = w(s)llwmr@eds < C/O

En prenant h(t) = ¢’ on a :

T
5
On prend simplement 3 =471C? et on a : Kk = 3

Ce qui achéve la preuve. O

Considérons ’ensemble

E = {u € C(Ry, W™(RY)) | sup €_Bt||u<t)||Wm»p(Rd) < oo}

teR+

qu’on munit de la norme
Vue B, |lullp = sup e [[u(t)|lwms)-

teRt

Proposition A.1.1. E est un sous espace vectoriel de C(R,, W™P(RY)) et complet pour la
norme définie ci-dessus.

Démonstration. Tl est évident que E est un sous espace vectoriel de C(R,, W™P(R?)).
Soit (u;); une suite de Cauchy de E et e > 0. Il existe N, tel que Vi, j > N,

sup e |ui(t) — w;(t) |[wmr ey < €
teRt

Pour tout t > 0, (u;(t)); est donc une suite de Cauchy dans W™P(R?) qui est complet
alors la suite (u;(t)); converge vers un élément u(t) € W™P(R9).
Soit maintenant ¢ > N, Vr > 0 on a :

e Mui(t) — w(t)||wmp ey < € P |ui(t) — Wity () | m.eway + e M wir (t) — w(t)|[wmo ey
En tendant r vers linfini, on a : ||u,(t) — u(t) |lymo@a < ce’. Ainsi

e |ui (1) = u(t) wmogee) < 26
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A.1. Existence de solution Annexe A. Annexe

l.e
’L‘)OO

|lu; — ul|g — 0.

Il reste & montrer que u € E. Soit ty,t > 0et 7€ N, on a :

|u(t) —u(to)llwmrmdy < |u(t) —wi(t)|lwmpmay +|wi(t) —wi(to) [[wme@a) +[|ui(to) —u(to) |lwm.rway

Soit ig > 0 tel que [[u — u;, ||z < §, comme uy, € E alors il existe p > 0 tel que pour tout
te R+ N ]tO —pito+ P[, ||u10 (t) — Uiy (tU)”W’"vP(Rd) < % Ainsi s

Vi€ Ry Nto = p,to+pf,  [lu(t) — ulto) [wmsme) < e
Par ailleurs, pour € = 1, on sait qu’il existe io > 0 tel que ||u — u;, ||z < 1. Ainsi
lulle < llu = will2 + lluille < T+ [Jug ||l 2 < oo
On conclut donc que la suite (u;); converges dans E. En conséquence (E, ||-||g) est complet.[]

Remarque A.1.1. On a envie de dire que ® envoie E dans lui-méme, mais en se référant
a A.1.3 on constate plutét sur la boule E = B(0, K||@ollwmnrmray) heureusement que c’est un
fermé de E donc complet.

Lemme A.1.5. L’application ® est contractante sur E.

Démonstration. Soit u et w dans E. On a :

()() = @) ey < C | —lfu(s) = (o) e

t
™" u(s) — w(s)llwmogads

<C

ebs
0o Vt—s

o t eﬁs
< u — wl|pds.
Ainsi
i e
e P (u)(t) = P(w)(8)[wmrmey < Cllu —wllg \/Ts
™
c¢3w—wm:mm—wm
g
C’est-a-dire
[@(u) — ®(w)||lp < Kllu—wllp.
On conclut donc que @ est contractante sur F. O

Maintenant, on a obtenu que ® est contractante sur £, complet, donc elle admet un unique
point fixe ¢ qui vérifie

o(t) =T (t)po + /0 T (t — s)div(ve)ds. (A.6)

Le point fixe ¢ est donc solution de (A.1) et on a : |||z < Kl|@ol|wmsma.
Par 1’équation, on a
O =v-Vo+ Ap € C(R,, W™ 2P)

On a donc ¢ € CH(R, Wm=2P).
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A.2. Espaces de Sobolev Annexe A. Annexe

A.2 Espaces de Sobolev

Nous présentons dans cette section les espaces de Sobolev homogénes. On peut se référer

[Gal03] et [DR15]

Définiton A.2.1 (Espaces de Sobolev). Soit s € R On dit qu’une distribution u sur R?
appartient a Uespace H*(R?) si u est une distribution tempérée et

[ 1Py e P < o
R
Pour tous u,v € H*(R?) on pose

(wo0). = [ (L+1€P) @I (A7)

s
(-,-)s ainsi définit est un produit scalaire sur H*(R?). L’application u — (1 + |£[*)2 @ devient
une bijection isométrique de H*(R?) sur L*(R%) lorsqu’on munit H*(R¢) de la norme associée
au produit scalaire (-, -),. H*(R?) est donc en particulier un espace complet.

d
Définiton A.2.2 (Espace de Sobolev homogéne). Soit |s| < 7" On définit l’espace de So-

bolev homogene H*(RY) comme étant la fermeture de S(RY), munie de la norme de la norme

2 _ 2517512
b = [ JePlaPS

équivalente & la norme associée au produit scalaire (A.7)

[l

Théoréme A.2.1 (Injection de Sobolev). Soit s un nombre réel positif.

— Si s > — alors H*(R?) s’injecte continiment dans lespace des fonctions continues qui

tendent vers 0 a l'infini.

d
— 510<s< 5 soit l'exposant critique p. défini par

d d . 2d
—S+ - =—1ep. =

>~ 0 9. € 2, +o00]. (A.8)

Alors pour tout p € [2,p.], H*(R?) s’injecte continiment dans LP(R?) :

Ele,s > 0 t@l que vf € Hs(Rd>’ ||f||LP(]Rd) < CP1S||f|

Hs(R4)

d
— Pour s = 3’ H*(RY) s’injecte contindment dans LP(RY) pour tout 2 < p < oo

d
Lemme A.2.1 (Injection de Sobolev homogéne). Soit 0 < s < 3 et l’exposant critique
pe donné en (A.8). Alors

Vf € D(Rd), Hf”ch(Rd) < CstHHS(le)
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